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Oz

Ikinci mertebeden tiirevlere bagimh Lagrange fonksiyonlarii yeni koordinat tanimlayarak ve/veya Lagrange carpimi kullanarak birinci
mertebeden tiirevlere bagimli hale getirmek miimkiindiir. indirgeme olarak tanimlayacagimiz bu siireg igin literatiirde verilen 3 yontem kar-
stlastirllmistir. Bu yontemler 1s1ginda, yozlasmama sartint saglayan ikinci derece Lagrange fonksiyonlarinin Hamilton analizi, Dirac-Berg-
mann metodu kullanilarak bagarilmistir. Téim bu teorik insalara 6rnek olarak Chern-Simons teorisi biinyesindeki yozlagsmama sartini sag-
layan Chiral salinact 6rnegi detayl olarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Chiral Salinaci, Schmidt metodu, ikinci mertebe Lagrange fonksiyonlari, Dirac-Bergmann algoritmasi

Abstract

It is possible to write a second order Lagrangian in a first order form by defining new coordinates or/and by introducing Lagrange multipli-
ers. We call this as reductions procedure. In this work, we present and compare three methods of this reduction. In the light of these meth-
ods, Hamiltonian analysis of degenerate second order Lagrangians are achieved by using the Dirac-Bergmann algorithm. In order to illus-
trate these theoritical constructions, we study the degenerate Chiral oscillator in detail, within the Chern-Simons framework.

Keywords. Chiral Oscillator, Schmidt’ method, Second Order Lagrangians, Dirac-Bergmann algorithm.

I.GiRiS

Fiziksel sistemler temel olarak Lagrange ve Hamilton olmak {izere iki bi¢imde ifade edilirler [1]. Lagrange denklemleri hiz-
faz uzayinda tanimli bir Lagrange fonksiyonlar: ile, Hamilton denklemleri ise momentum-faz uzay1 iizerindeki Hamilton
fonksiyonlari ile tanimlanirlar. Yozlasmama sartini saglayan durumlar i¢in Legendre doniisiimleri mevcuttur. Bu dontisiimler
hiz-faz uzay1 ve momentum-faz uzay: arasinda bijektif doniisiimlerdir. Yozlagsmama sartin1 saglamayan Lagrange ve Hamil-
ton sistemlerinde Legendre doniigiimlerini gergeklestirmek oldukg¢a zor ve zahmetli bir istir. Bu gibi durumlarda hiz degiske-
nine karsilik gelen eslenik momentum tersinir bir doniisiim ile elde edilemeyecektir. Lagrange formalizmasindan Hamilton
formalizmasina gecerken Dirac-Bergmann algoritmasi oldukga sik basvurulan cebirsel bir yontemdir [2-4]. Bu algoritmanin
daha geometrik bir yorumu Gotay-Nester algoritmasi olarak bilinir [5-7].

Klasik sistemler i¢in Lagrange fonksiyonu fiziksel sistemin hiz-faz uzaymda tanimlidir. Bu tip Lagrange fonksiyonlarina
birinci mertebeden Lagrange fonksiyonu diyecegiz. Ikinci béliimde ise ikinci mertebeden Lagrange fonksiyonlarmi detayli
inceleyecegiz. Birinci mertebeden Lagrange fonksiyonlar en fazla ikinci dereceden diferansiyel denklem iiretebilirler. Daha
yiiksek mertebeden diferensiyel denklemlerin Lagrange formiilasyonu i¢in bu klasik yapinin disinda, drnegin ikinci merte-
beden tiirevlere (konum-hiz-ivme) bagli bir Lagrange fonksiyonu ile basarilabilir. Yiiksek mertebeden Lagrange formiilasyo-
nunun Hamilton analizi i¢in Ostrogradski momentumlari kullanilir [8,9]. Burada da momentumlarin hiz ve ivmeden tersinir
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olarak elde edilebilmesi sorunsali ile karsilasilir. Tersinir
olan momentumlar i¢in Lagrange fonsiyonu Ostrogradski
anlaminda yozlasmama sartin1 saglar ve bu tip 6rnekler igin
yiiksek mertebeden Lagrange ve Hamilton formiilasyonlari
denktir. Fakat yozlasmama sartin1 saglamayan durumlar i¢in
Dirac-Bergmann algoritmasina bagvurmak gerekecektir.

Uygun doniisiimler ile ikinci mertebeden bir Lagrange
fonksiyonu birinci mertebeye indirgenebilir. Bu ¢alisma-
nin amact 6ncelikle uygun doniisiimler ile ikinci mertebe-
den Lagrange fonksiyonlarini birinci mertebeden Lagrange
fonksiyonuna indirgeme metodlarmin biitiinciil bir sekilde
sunmaktir. Bunun i¢in hiz degiskeni yeni bir koordinat ola-
rak tanimlanacaktir [10,11]. Bu tanim sayesinde iki ayr1 bi-
rinci mertebe Lagrange fonksionu elde etmek miimkiindiir.
Diger bir indiregeme sekli ise ivme degiskenini yeni bir ko-
ordinat olarak tanimlamaktir. Bu literatiirde Shmidt metodu
olarak da ge¢cmektedir [12-14]. Bu c¢alismanin diger bir ilgi
alan1 indirgenmis Lagrange fonksiyonlarinin Legendre do-
nlisiimlerini basararak Hamilton analizlerini sunmaktir.
Ozel olarak ¢aligmanin ilgi alam yozlasmama sartin1 sagla-
mayan Lagrange fonksiyonlari iizerinedir.

Bu hedefler dogrultusunda, ¢alisma 3 ana boélimden
olusturulmustur. {1k boliimde, yozlasmama sartin1 saglama-
yan birinci mertebe Lagrange fonksiyonlarinin Hamilton
analizi 6zetlenmistir. Bu bolimde Dirac-Bergmann algorit-
mast da hatirlatilmistir. Tkinci béliimde esas amacimiz olan
ikinci dereceden Lagrange fonksiyonlarmin indirgenmesi ve
Hamilton analizleri olas1 3 farkli durum i¢in verilmistir. Son
boliimde ise yozlasmama sartin1 saglamayan ikinci mertebe-
den bir Lagrange teorisi olan Genel Gorelilik kurami i¢inde
onemli bir yer tutan ve Chern-Simons terimleri ihtiva eden
Chiral salinact modeli ¢aligilmis, elde edilen teorik sonuglar
bu 6rnek iizerinde detayli olarak incelenmistir.

I1. BIRINCi MERTEBEDEN LAGRANGE DINAMIGI

Bir fiziksel sistemin konfigiirasyon uzayi en genel an-
lamda tilirevlenebilir katman yapisina sahiptir. Tiirevlene-
bilir katmanlarin boyutu yerel olarak es yapili oldugu oklit
uzayinin boyutu olarak tanimlanir. Boyutu 7 olan M kat-
mant yerel olarak bir koordinat sistemi q = (ghe...g™)
ile donatilabilir. Fiziksel sistemin hiz-faz uzay ise katma-
nin tanjant demeti TM *dir. Tanjant demetleri, katmanin her
noktasindaki teget uzaylarinin bir biitiiniidiir. Eger katman 7
boyutlu ise, tanjant demeti 27t boyutlu bir katmani verir. M
iizerindeki yerel koordinatlar aracihigryla T'M iizerinde koor-
dinat takim1 {9 4 ile donatilabilir. Burada q pozisyon, g ise
hiz olarak adlandirilabilir.

Lagrange fonksiyonu L = L{q.q) tanjant demeti TM
tizerinde tanimlanan reel degerli bir fonksiyondur. Etki in-
tegrali

5 =[] Llg.q)dt )

baslangi¢ ve bitis noktalar1 sabit olmak tizere, her farkli
g = qt) egrisi igin farkli degerler alir. Bu integralin ekstre-
mum degerlerini bulmak i¢in ise integralin varyasyonu alinir
ve Hamilton prensibi uygulanir. Sonug olarak ug¢ deger ve-
ren egri Euler-Lagrange denklemlerini

da_a_ o
dtdgq 2q 2)

saglar. Klasik anlamda Lagrange fonksiyonu, galisilan
fiziksel sistemin kinetik ve potansiyel enerjilerinin farki ola-
rak yazilir. Bu 6zel durumda bir korunumlu sistem i¢in Eu-
ler-Lagrange denklemleri Newton’un ikinci yasasina esde-
gerdir.

Euler-Lagrange denklemleri (2) ikinci dereceden denk-
lemlerdir. Bu denklem takimini birinci dereceden bir denk-
lem takimi olarak yazmak i¢in kotanjant demeti tizerindeki
Hamilton fomiilasyonuna gecis yapmak gerekir. Bu ge-
¢is Legendre doniisimii olarak adlandirilir. Bir M katmani
icin kotanjant demeti T"M, M katmanin her noktasina teget
uzayinin lineer cebirsel dual uzayr Tx M eglenerek elde edi-
lir. M katmani 7 boyulu iken kotanjant demeti T "M, 27 bo-
yutlu bir katmani verir. T'"M {izerindeki koordinat sistemi
z = (q.p), pozisyonlar 1 ve momentumlar P olarak adlan-
dirtlabilir.

Kotanjant demetleri iizerinde kanonik simplektik iki
formlar tasirlar. Simplektik 2-formlar kapali, ters simetrik
ve yozlagmayan iki formlardir. T"M {izerindeki simplektik
yap1 @y yerel koordinat takimi {q. p) i¢in wy, = dg A dp
olarak ifade edilir. Burada /\ ile gosterilen tensor ¢arpiminin
ters simetrizasyonu ile elde edilen kama ¢arpimidir. Hamil-
ton fonksiyonu, T "M iizerinde tanimli reel degerli bir fonk-
siyondur. Simplektik yap1 @ 'nin yozlasmama 6zelligi se-
cilen her Hamilton fonsksiyonu i¢in T"M i{izerinde tanimh
tek bir vektdr alan1 tanimlar. Bir Hamilton vektor alani X
su sekilde tanimlanir

iy, Wy = dH. 3)

Burada ¢ biiziilme operatorii, @H ise Hamilton fonk-
siyonu H’nin dig tirevidir. Hamilton vektor alanmimn ta-
mmladig1 diferansiyel denklem takimi £ = Xz (2] fiziksel
sistemin hareket denklemleridir. Koordinatlar cinsinden Ha-
milton denklemleri

_m =
q_ap' p= = (4)
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olarak elde edilir. Klasik anlamda bir Hamilton fonksi-
yonu fiziksel sistemin momentumlar cinsiden toplam ener-
jisidir. Bu durumda Hamilton denklemleri (4), Newton’un
ikinci yasasina esdegerdir.

Simplektik iki form “, kotanjant demeti T"M iizerinde
Poisson ¢ergevesi tanimlar

oF 2m _2F om

{F.H}(q.p) = P (5)

Poisson gergevesi M Tlizerindeki tiirevlenebilir fonksi-
yonlar uzayi iizerinde tanimli ters simetrik, Leibnitz ve Ja-
cobi 6zdesliklerini saglayan saglayan bir islemdir. Poisson
cercevesi cinsinden Hamilton denklemleri

Z={z.H}
olarak yazilir.

(6)

Euler-Lagrange denklemleri (2) ve Hamilton denklem-
leri (4) arasindaki iliski Legendre dontigiimii
. . AL
FL:TM — T"M: I:l]_. l'_l:| — {q.a] (7)
araciligiyla elde edilir. Bu doniisiim ancak Lagrange
fonksiyonu yozlagmama sarti

2L,

saz) = ®)
saglandiginda bire birdir. Yozlasmama sartin1 saglayan

Lagrange fonksiyonlarina diizenli Lagrange fonksiyonu di-

yecegiz. Bu durumda, kapali fonksiyon teoremi geregince,

yerel olarak hiz degiskenleri 4 = 4{9.P} pozisyonlar ve

momentumlar cinsinden yazilabilir. Hamilton fonksiyonu

det]

Higq.p)=p-dq(q.p) — L(q.q(q.p)) )

olarak tanimlanir ise Hamilton denklemleri (4) Eu-
ler-Lagrange denklemleri (2)’ye doniisiir.

Diizenli olmayan, diger bir ifade ile yozlasmama kosu-
lunu saglamayan, Lagrange fonksiyonu ic¢in Lagrange ve
Hamilton formalizmleri arasinda bir gegis elde elmek bu ka-
dar kolay olamayacaktir. Legendre doniigiimii birebir ve or-
ten olmadigindan, FL operatdriiniin goriintli uzay: kotanjant
demetinin ancak bir alt katmani olabilir ve bu durumda tiim
hiz degiskenleri pozisyonlar ve momentumlar cinsinden ya-
zilamaz. Bu durumda Hamilton fonksiyonu (9) kotanjant de-
meti lizerinde iyi tanimli olamayacaktir. Diizenli olmayan
Lagrange fonksiyonlari i¢in Hamilton formulasyonu gecis
icin bir yontem Dirac-Bergmann algortimasidir.

2.1 Dirac-Bergmann Algoritmasi

Legendre dontisiimii (7) birebir ve 6rten olmadiginda hiz de-
giskenleri 4, pozisyonlar q ve momentumlar P cinsinden ya-
zilamaz ve fakat

157

m = .

Fmlq.p) =0, (10)

seklinde bagintilar verir. Bu bagintilar birincil kisitlar
olarak adlandirilir ve kotanjant demetinin bir alt uzayini
olustururlar [2, 3]. Bu alt uzayda tiim (biitiil) Hamilton fonk-
siyonu birincil kisitlarin eklenmesiyle elde edilir

H=H+ Uﬂ"q}m . (11)

Burada U™ (q. p) katsavilar1 Lagrange ¢arpanlari olarak
adlandirilir. Bu durumda, Hy icin Hamilton denklemleri (4)
é|.'|

, 2H .2
q:.il_p-l_UmE' p=

aH

aq

el Ialél|.'|
aq

(12)
denklemlerine doniisiir. Diger taraftan (6)’da tanimlanan

Hamilton denklemlerinde birincil kisit ¥ foksiyonlar1 yer-

lestirilirse 7 = L..... M i¢in

cbiﬂ'. ={P, H} +U" [P, .1 =0 (13)

denklemleri elde edilir, bu denklemlere tutarlilik kosul-
lar1 denir. Bu denklemlerde eger det{®,,. &..} = 0 ise, Lag-
range carpanlar1 U™ belirlenebilir. Fakat det{®,. &, 1 =0
ise tutarlilik kosullart U™’li terim icermez ve ikincil kisit
olarak adlandirilan ¥{9.P)} = 0 ifadeleri elde edilir. Tkin-
cil kisitlar i¢in de tutarlilik kosullar1 kontrol edilmeli, miim-
kiinse Lagrange ¢arpanlar1 belirlenmeli, degilse elde edilen
yeni kisitlar (figiinciil, dordiinciil v.b.) i¢in tutarlilik kosulla-
rina bakilmalidir. Bu siire¢ cebir kapanan kadar devam et-
tirilmelidir. Cebir kapandiginda, elde edilen tiim kisitlar,
kotanjant demetinin bir alt katmanini, son kisit katmanini,
belirler. Bu altkatmanda Hamilton denklemleri tutarlidir ve
hareket denklerimini tiretirler.

III. ikinci Mertebeden Lagrange Dinamigi ve
indirgemeleri

Bir 1 boyutlu M katmani igin tanjant demeti TM pozisyon
{q) ve hizlardan (q) miitesekkildir ve 21 boyutludur. Ikinci
mertebeden tanjant demeti T =M ise pozisyon (q), hiz (q)ve
ivmeden {4} olusur, ve 31 boyutludur.

Tanjant demeti TM tek basina bir katman yapisina sahip
oldugundan onun da teget demeti T{TM} = TTM demeti ta-
nimlanabilir. Burada, M katmani n boyutlu ise, TM katmani
2n, TTM is 4n boyutludur. ikinci mertebeden tanjant demeti
T=M, ikinci tanjant demeti TTM icine dogal bir yataklan-
maya sahiptir. Yerel koordinatlarda bu yataklanma

T2M —TTM: (q.4.4) — (@ 44.4)  (14)
olarak ifade edilir.
Ikinci  mertebeden  bir  Lagrange  fonksiyonu

L=1L{qq.¢) ikinci mertebeden tanjant demeti T-M
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tizerinde tanimli reel degerli bir fonksiyondur. Bu fonksiyon
icin de etki integrali tanimlanabilir:

5= Llqq§dz (15)

Bu integral her q = q(t} igin farkli degerler alacaktir.
Etki integralinin varyasyonunu
g2 aL

+ ;5] - Gt

daL

e
,5.‘5_]’: {Bq dt 3g

(16)
seklindedir. Burada &q rasgele bir teget vektori olarak
diistiniiliirse, varyasyonun sifir degerini almasi, diger bir
ifade ile etki integralinin u¢ degere ulasmasi icin gerek ko-
sul ikinci mertebeden Euler-Lagrange denklemlerinin
d* aL

de? 3q

g8 &8
draq | &g

o (17)

saglanmasi olarak bulunur. Burada dikkat edilmesi gere-
ken ikinci mertebeden Euler-Lagrange denklemleri (17) nin
eger AL /g acik olarak §’ya bagliysa dordiincii mertebe-
den diferansiyel denklem takimi, eger 4L /8¢ agik olarak i
>a bagli degil ve fakat ’ya bagliysa ti¢lincii mertebeden di-
feransiyel denklem takimi Giretmesidir.

3.1. Birinci Mertebeye indirgeme

3.1.1. Mertebe indirgeme I

21 boyutlu konfigiirasyon uzayt ¥ = TM nin koordinatlart

90 =9 9z =4q (18)
olarak yeniden adlandirilabilir ve gy — g2 = @ kisit-
lardir.
T(TM = R") uzayinda Lagrange fonksiyonu ise su se-
kilde tanimlanir:

I-r:. :L{qill'q::"fl::'}+‘1L'{flil'_q::'} (19)

burada 4; Lagrange ¢arpanidir ve €. Q21,8111 Ve iz
’in fonksiyonudur. (2) de tanimlanan birinci mertebeden Eu-
ler-Lagrange denklemleri L¢, igin

ole, ., _ ole, _d Ol _
ﬂq:j_l ﬂ'—]::l ﬂ’i'ﬂli::u L
qiv —q =0 (20)

olarak yazilabilir. (20) denklemleri ikinci dereceden Eu-
ler-Lagrange denklemleri (17)’ ye denktir.

Kotanjant demeti T (TQ * E™} de eslenik momentum-
lar

AL
- IElfi:,-l P

i _ 8L
T aa,

158

seklinde tanimlanir. Bu durumda momentumlarin tani-
mindan birincil kisitlar

¢:LI — p:]_l —AL e EII

P =pr Ly,

T (2]

@'l =phox g
olarak elde edilir. Hamilton fonksiyonu

He =p"W-dqu + A, ph =L =p" -4 —L.(22)
olur. Burada i indisi 1 ve 2 degerlerini alir, ve toplama
uylasimi kabul edilmistir. Toplam Hamilton fonksiyonu
(21)’de tanimlanan birincil kisitlart Hamilton fonksiyonuna
eklerek tanimlanir:
Hp =Hg +uyg, - 23)
burada ¢ indisi {1.2. 4} degerlerini alir ve u, . lar Lag-
range ¢arpanlaridir. Birincil kisitlar i¢in (13)’de tanimlanan
tutarlilik kogullari

8H
[y ~
{H:r,.tb }— __ﬂ'qzl. —ug, =0
Hr, @) =uy, =0 (24)
denklemlerini verir. Bu denklemlerden 3, | ve 1y, be-

lirlenebilir fakat 1,2, yi belirlemek igin € = kisitinin tutar-
lilik kosulu incelenmelidir.

3.1.2 Mertebe indirgeme II

Boliim 3.1.1 de verilen birinci mertebeye indirgemeye ek
olarak g kordinat1 gy, gibi diigtiniilerek farkli bir Lagrange
fonksiyonu

I-r: :L{qill'flij."fli:'}""a:'{E.lij.'_qi:'}' (25)

elde edilebilir. Burada 4z bagka bir Lagrange garpani-
dir. Lg, tarafindan iiretilen Euler-Lagrange denklemleri ise
su sekildedir:

dle, d dl, d alg,
dqiy dtdqy - T dtdqo
Gy —qiz = 0. “ (26)

Bu hareket denklemleri de (17)’deki ikinci mertebeden
Euler-Lagrange denklemlerine denktir.

3.1.3 Schmidt metodu ile birinci mertebeye indirgeme

Boliim (3.1.1) ve (3.1.2)’de bahsi gegen mertebe indirgeme-
lerinden farkl1 olarak
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Qo =49 G =4 @7
yerel kordinat déniisiimleri ile, TTM " nin 271 boyutlu alt
katmani

AM =X e TTM: 17, (X} =T, (X) = 0} (28)
seklinde tanimlanir ve AM icin ye-
rel harita ikilileri (qr.q;z,) olur. AM’> nun te-
get uzayt TAM  de indirgenmis  koordinatlar
(90090e)7 dia- o)) € TAM
seklindendir, ve
B:T M = TAM: (q: q: §: ) — (q: §: ¢ §) (29)

yerel tanimlama ile TAM teget uzay1 T* M uzayna izo-
mofiktir.

ikinci derece bir = Lagrange fonksiyonunu ele alalim.
Ivme kordinati €3,’ii €1, ‘m tiirevi gibi diisiinmek icin,

TAM teget demeti iizerinde 1AM % TN

yapist insa edilir.
Burada N yerel kordinatlar1 (¥} olan 1 — boyutlu katmandir.
(29) de verilen izomorfizma ile TAM = TN de, birinci mer-

tebeden Lagrange fonksiyonu tanimlanabilir:

L!{"].:LI'q:!l"“‘.l.:].l'l-l.l:!l'r"}} = IiI‘{"].:].l"'-I.l.:l.l'"].:!l} +

dF . dF dF . dF
! FEN +Bq |_.-q:!| + 2q 3_.-q:9'+;. r

aq,1; (30)

Burada £ fonksiyonu (@192 1)) koordinatla-
rina bagiml olarak secilir. Kolaylikla goriilecektir ki, Ly ta-
rafindan iiretilen Euler-Lagrange denklemleri (17)’de veri-
len ikinci derece Euler-Lagrange denklemlerine denktir. Bu
denklik [8° F /84§, ,8r] matrisinin dejenere olmamasi duru-
munda gegerlidir. En basit sekilde F = ¢,,, - r seklinde ali-
nabilir ve bu durumda Lagrange fonksiyonu

I-z{'llrj.l-"1:3'-"'1=LI-"'1:3I-1’-I"} = I-'{"l:m-l'llzu-'l'lz:h}' +
- q + li:].l T

(31)
seklinde yazilabilir.
T'[AM = N} de eslenik momentum kordinatlari
(p"".p"*. p"™) dir, ve soyle hesaplanir:
. al . )
p't =§E:ﬂqunwln¢m}+r
I_J:g|=[|. p:ﬁzfl:h'p:glzu' l-":h:fl:h'

(32)

Yukaridaki denklemlerden, ¥ i (§1,.4;z,.p"".p"")
cinsinden ¢dzebiliriz. Fakat ¢, = p'®' = 0 birincil kisittir.
Toplam Hamilton fonksiyonu

r=pPp" —Lau, P ) g A0 g

seklindedir ve birincil kisitin korunmast

159

g ={g, H}={p® H;}= a;.

S tr=0.

(34
yeni bir kisit ¥2°yi verir. Benzer sekilde, ikincil kisit ola-
rak adlandirilan bu kisitin korunmasindan tigilinciil kisit

9z ={p.Hrl= (A :

) e =

CL IR FESY (35)

elde edilir. Eger Lagrange fonksiyonunun yozlasmamis
oldugu kabul edilirse bu noktada Lagrange ¢arpani 4 belir-
lenir ve algoritma sonlanir. Fakat Lagrange fonksiyonu yoz-
lagsmis ise Lagrange carpanini belirlemek icin bir kag adim
daha devam etmek gerekebilir [4].

IV. CHIRAL SALINACI

iki boyutlu Chern-Simons terimlerini igeren, Chiral saliaci
asagida verilen Lagrange fonksiyonu tarafindan tanimlanir:

ta | e

imi ™ i
STESE S g o 23

Lot = - (36)

Burada 4 ve m sifirdan farkl sabitler, ¥ = (%, ¥} ve &
Levi-Civita sembolidiir, [15,16].

Chiral Lagrange fonksiyou icin (17)’ de verilen Eu-
ler-Lagrange denklemleri
deil —mE =0 37)

olarak elde edilir. Bu denklemler 3. Mertebeden olup, bu-
nun sebebi (36)’ de verilen Chiral Lagrange fonksiyonunun
yozlagsmis olmasidir. Diger bir ifade ile yozlasmama sarti

i
FErr

denkleminin saglanmamasidir.

4.1 Mertebe indirgeme I

Chiral salinag1 i¢in (19)’da tanimlanan birinci mertebeye in-
dirgenmis Lagrangian

i i m i i . i
Lc, == ;El'j':?II:IQf:. + ?ij'QII:If?flgu + .Ef{qllll -
l' -
ql 2} J (38)
olur ve burada §; Lagrange carpamdir. L igin eslenik
momentumlar

1:J.|_ . 1.::I:_£_“ i 1!':
B =8 b i, P =0 (39)
seklindedir. Bu momentumlardan §°,,.4%, ve B leri

¢ozmek miimkiin olmadigi i¢in (21} denklemindeki gibi ta-
nimlanan birincil kisitlar
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[} (=} A i
LT s e (40)

o} =pj
olarak elde edilir. (22) denkleminden Hamilton fonksi-

yonu

H=— 26500598 + Bigly, @1

ve (23) denkleminden de toplam Hamilton fonksiyonu
su sekilde tanimlanir:

[E N
Uy

_I
u'..

=H+ oM ul +oMul, + oful.

(42)
Burada u' 1y ul [z Ve H Lagrange carpanlaridir. Birincil
kisitlar igin (13)’de tanimlanan tutarlilik kosullarindan

élfj" = {@*IfLI.HT}= —uf.

43)
&7 = (2,7 Hr} = mogql - B - ﬂfff”f':', (44)
& = (o). Hr)= —qly +ul,, 4s)

Lagrange carpanlari

e[ —mE gl +B])

F

:? =0 u!.l.l = I:il:l.fl' E[:I-:l

olarak belirlenir. Bunlarin toplam Hamilton fonksiyonu
(42)

HT = —
8:)

f"rj‘fqll.:l + pll:llq:l.:l + ifl‘kpll::l{_mﬁ;-'l—q:r: I +

(46)
olarak elde edilir. Hamilton denklemleri ise su sekilde
olur:

g I]_I = {Q:IIJ_I'HT} = I:i':l.:l'

) 1 . .
g I:l = {q:I:I'HT} = i EIH{_mJRFQ:I:I + Eh}

.'Gl' = {EI"HT}z 0.
5= {n" Hr =0
J-"' _L-’]-IHT}__ + 'Slhf"hr" + Ir--"ll

;jﬁl" :{pé"HT}:_IEJIP_{- +;fi'::|- (47)

(L)
Bu hareket denklemlerden & ve Fi * de momentum (49)
de verilen tanimlar1 yazilirsa Euler-Lagrange denklemleri
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(37) elde edilir. Diger hareket denklemleri ise 6zdes olarak
saglanir.

4.2 Mertebe indirgeme IT

Benzer sekilde, (25)’de tanimlanan birinci mertebeden alter-
natif Lagrangian, Chiral Lagrange fonksiyonunu (36} igin
yazilirsa
_ 4
LC: - ?fl-qullq + ”1_. Q,L.q,l, T {‘?.L.
qll: ) ]
(48)
elde edilir, @; Lagrange ¢arpamdir. L¢, igin eslenik mo-
mentumlar su sekildedir:

) 1 .
= _;fl'_i'fi':'lgu+m'5|'_i'fi':'lj_|+”|"
(zr _ .
L - _;E_i'l'rl':]_l' (49)
r = 0.
-0 =i
Bu momentumlardan 711" 912 ¢oziilebilir:
i — _ 2 _ij o
Q) 1%
i = —EEU a; — ) ——L’:T'-'r
aiz ( ) 50
fakat ’ler ¢oziilemez ve birincil kisitlar ‘?I:’ =1y elde
edilir. Hamilton fonksiyonu
— 2 R (1) (2 2IM oo (2} (2, 2 gk (2)
H=—gely nm -0y n +eian” +
i
& (51)
ve toplam Hamilton fonksiyonu su sekilde tanimlanir:
Hy=H+ ®Luf (52)
o
burada i Lagrange ¢arpanlaridir. Birincil kisitlari
korunmasindan
={®. . H = _Zelky® ol
{ 'T} i H q: 2% (53)
ikincil kisit &* =J¢€ g%~ — g, elde edilir. Bu ikincil
kisitin korunmasindan
|_ i ___ _5 ji .:Ll_ﬂ ij .::I
$! ={&' H;} et n' T .13'5 % (54)

yeni bir kisit elde edilir

¢ = 2e%a; -I—r_-'J' +—5'Jr

Son olarak bu kisitin da korunmasindan
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g E i
i.'_ Jn'.

2..

¢ = {9\ H}= 55

Lagrange carpani uf = — -:. GIF ‘o, belirlenir. Belirle-
M larm toplam Hamilton fonk51y0nu (32) de yazilma-

nen
styla
A R N | IM i (2 ::I
— __|h - Jh
~eltgn™ + a; q . :.L’i“"‘ .

(56)
elde edilir. Toplam Hamilton fonksiyonu (56)’yi kulla-
narak, Hamilton hareket denklemleri su sekilde elde edilir:

4= 7€ %

] 2 g WMo 2

Gy = _IEJ'G‘ —‘1_:5 iy +i|:""n'j'.

po= iy

€ n o 57)
5t =0

B = -,

Pa =77 % ~Aar (58)

Bu hareket denklemlerinden i ve 7 *' de momentumla-
rin tanimlart yazilirsa Euler-Lagrange denklemleri (37) elde
edilir. Diger denklemler 6zdes olarak saglanir.

4.3 Chiral Lagrange i¢cin Schmidt metodu

Chiral salinag i¢in Lagrange fonksiyonu (3.1.3)’de belirtilen
yéntem kullamlarak birinci mertebeye indirgenebilir. Bunun
= —&; %/ koordinat dontigiimleri ile

icin ¥ =5, ri ==
(31)’ de tanimlanan Lagrange fonksiyonu

A i F i ow o
N STE S 4 Y 4 S 4
TR + 672 + §yr's (59)

seklinde yazilabilir. Bu durumda (32)’de tanimlanan es-
lenik momentum koordinatlari

Mmoo i
Ly =7 &%) -

! P B
p!.l = m,_'j!.j._r.l - ;:!.j.SJ + '5!'_{’""-

¥ .r = .. < J

By = Gyt (60)
p*=0

olarak hesaplanir. Bu momentum tanimlarindan 2y 7
asagidaki sekilde ¢oziilebilir:

'h_
I:h_|

2 — pif,.T — _ r
% —SJ,JJ..r JJ{,J m,.?}+ & o)

ve diger momentum df =pf = U birincil kisitlayicidir.
(33)’de tanimlanan toplam Hamilton fonksiyonu
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HT = 'EEIJ-.P!IP_ir __EJFrr}r_'__ .1 hr" of —

Syr'st +u'pf (62)

seklindedir ve burada ¥’ Lagrange ¢arpanidir. Birincil
kisitin korunmasindan

I B = _ A gikyr & 5 i
cb! i [pf H:} 2 _i!'5 Py T I-":"j!:'" (63)
ikincil kisit
4 I
¢; = — 6 pl + 8r)
elde edilir. Bu kisitinda korunmasindan ise
he = I = = de.sd L ¥ — mul
'!P! {E]t'- 'HT} ! Ij 54+ Fi mpy (64)
ticlinciil kisit
a; = ;{:-!.J_.sj 4+ p¥ —mpl
gelir ve son olarak ii¢iinciil kisitin korunmasindan
@ = {op He} = deg; ul — mﬁ!-j-sj =10 65)
Lagrange carpani
M _ijg ok
u=—e Yhjs

olarak belirlenir ve bu ¥ "in toplam Hamilton fonksi-
yonu (62)’de yazilmasiyla toplam Hamilton fonksiyonu asa-
gidaki gibi elde edilir:

H,= 5!'J'p.-rpr _ Eg!‘jplrpjr + %E,-J- 5prsf —
pled 2 '_|
bijr's iy s "of, (66)
Hamllton fonksiyonu (66)’y1 kullanarak Hamilton denk-
lemleri
={x".Hr}= {x".Hr}=

§iplat = g'p!

(67)
= {r' Hy} = 6pF —m8'p +2e;s) )
={s'H.}= —%E’IRE;U-SJI 69)

B%, = (p" Hr) = 0p%, = % Hy) = 0 .
p-,r'!_: (pl . H}= J!-J.-si' a1
B% = (5 Hry = — S p] + 6y (72)

olarak elde edilir. Bunlardan (70) denkleminde P nin ta-
nimi yazilirsa Euler-Lagrange denklemi (37) elde edilir.
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IV. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu ¢aligma en genel ikinci mertebe Lagrange fonksiyonla-
rinin (yozlagsmama sart1 aramadan) birinci mertebeye indir-
genmeleri ve Hamilton analizlerini sunmustur. Indirgeme
siireci 3 farkli yontemle yapilip karsilastirilmuistir. Ornek
olarak ise Chiral salinact verilmistir.
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Yardimlarini esirgemeyen Ogul Esen’e ¢ok tesekkiir ederim.
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