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Oz

Kaotik sistemler, baslangi¢ kosullarma duyarli ve dlgiilemeyecek karmasikliktaki dinamik sistemler olarak ifade
edilebilir. Baslangi¢ kosullarma olan duyarliliginin yaninda kaotik sistemler, genis banth ve periyodik olmayan
bir 6zellige sahiptir. Bu 6zelliklerinden dolay1 s6z konusu bu sistemler, 6zellikle mithendislik alanlarinda olmak
tizere farkli bilim dallarinda genis uygulama alanina sahiptir. Bu makalede Lorenz benzeri dogrusal olmayan {i¢
boyutlu yeni bir diferansiyel denklem sisteminin kararlihig: arastirilmistir. Calismada oncelikle dikkate alinan
sistemin denge noktalar1 belirlenmis ve kararlilik kriterleri Hurwitz kosullar1 kullanilarak incelenmistir. Daha
sonra, bu sistemin iistel kararliligi i¢in gerek ve yeter kosullar tartisilmistir. Sonug olarak, elde edilen sonuglar
ilgili literatiirde bulunan sonuglari igerir ve gelistirir.

Anahtar kelimeler: Lineer (dogrusal) olmayan sistem, Hurwitz teoremi, Kararlilik, Lyapunov fonksiyonu.

Stability Analysis of a New Differential Equation System of Lorenz-like
Nonlinear Three-Dimensional

Abstract

Chaotic systems can be described as immeasurably complex dynamic systems which are sensitive to initial
conditions. In addition to its sensitivity to initial conditions, chaotic systems have a broadband and non-periodicity.
Because of these properties, these systems considered have a wide application area in different sciences, especially
in engineering subjects. In this paper, the stability of a new differential equation system of Lorenz-like nonlinear
three-dimensional, was investigated. In the study, firstly, the equilibrium points of the system which was taken
into consideration were determined and the stability criteria were examined by using Hurwitz conditions. Then,
the necessary and sufficient conditions for exponential stability of this system have been discussed. Consequently,
the obtained results include and improve the results found in the related literature.

Keywords: Nonlinear system, Hurwitz theorem, Stability, Lyapunov function.

1. Giris

Dinamik sistemler lineer veya lineer olmayan yontemler kullanilarak incelenirler. Diizgiin davramsa
sahip dinamik sistemlerde ¢ok kiiciik parametre degisikligi yapilarak sistem kaosa siiriiklenmektedir.
Kaos kavraminin bilim tarihine girisi 18. yiizyila dayanmaktadir. Baslangi¢ kosullarina hassas baglilik
gosteren kaos teorisi giiniimiizde ekolojik sistemler, fizik, kimya, miithendislik, tip, ekonomi, iletisim
giivenligi vb. cesitli alanlara uygulanmustir [1]. 1963’te Lorenz iki kuadratik terim ile karmasik
(kompleks) dinamik davramiglar sergileyen ti¢iincii mertebeden otonom ilk kaotik sistemi buldu [9].
Kaotik sistem denklemlerle tanimlaniyorsa deterministtik kaos olarak ifade edilir. Kaotik
sistemlerin matematiksel modelleri lineer olmayan bir 6zellige sahiptir. Stirekli zamanl diferansiyel
denklemlerde tanimlandigi gibi ayrik zamanl fark denklemleri ile de tanimlanabilmektedir. S6z konusu
denklem sistemlerinin matematiksel modellerinin olmasi determinizm kavramini ortaya koyarken uzun
zaman i¢indeki davramisin baglangi¢ kosullarina hassaslik gostermesi; kaotik sistemleri lineer olmayan
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sistemler altinda ele alinan bir¢ok modelden farkli kilmaktadir. Basit olmasina karsm kaotik sistem
modelleri davranislar1 olduk¢a karmasiktir [13].

Kaos arastirmasi i¢in Lorenz sistemi ilk kaotik model olarak bir modiil haline geldi. Bu
dogrultuda Chen sistemi [18], Rossler sistemi [16] ve Lii sistemi [12] gibi bir¢ok kaotik sistem
bulunmustur. Bu kaotik sistemler pek ¢ok aragtirmaci tarafindan siklikla incelendi [1, 3, 5-12, 15-22].

Asagida ilgili literatirde caligilmis bazi kaotik sistemler ve belirli notalardaki kaotiklik
durumlari belirtilmistir:

a>0,b>0, ¢c>0 igin,
x=a(y-x),
y=0CX—-XZ-Y,
Z=xy-bz,
seklindeki Lorenz sistemi, lineer olmayan bir diferansiyel denklem sistemidir ve
(a,b,c) =(10,8/3, 28) degerleri i¢in kaotiktir [6].

a,b,c e N3 icin,
x=a(y-x),
y=(c—a)x—xz+cy,
z=xy-bz,
seklindeki Chen systemi, lineer olmayan bir diferansiyel denklem sistemidir ve (a, b, ¢) = (35, 3, 28)
degerleri i¢in kaotiktir [8].

a>0,b>0, ¢c>0 igin,
x=a(y-x),

y=Ccy—Xz,

z=xy-bz,
seklindeki Lii sistemi, lineer olmayan bir diferansiyel denklem sistemidir ve (a,b,c)=(36,3,20)
degerleri i¢in kaotiktir [20].

>0, r>0, >0 igin,
Xx=o(y-x),
y=rx—Xz,
1=xy-pr,
seklindeki Pan sistemi, lineer olmayan bir diferansiyel denklem sistemidir ve (o, r, ) =(10,16,8/3)
degerleri i¢in kaotiktir [1].
Biz bu ¢alismada a >0, b, ¢ € (—0, + ) i¢in,
X=yz—bx,
y=a(z-y), @
Z=Ccy—Xy-z
diferansiyel denklem sistemini inceledik. Bu sistem Lorenz benzeri ii¢ boyutlu lineer olmayan bir
diferansiyel denklem sistemidir. Bu sistemin katsay1 parametrelerinin tamami pozitif olmadigi i¢in
Lorenz denklem sistemine gore daha karmasik bir yapiya sahiptir. Ancak s6z konusu sistemin kaotik
olma durumlar1 Kkatsayr parametrelerinin  pozitif —degerleri igin saglanmigtir. Burada
(a,b,c)=(25,8/3,30) degerleri i¢gin (1) denklem sistemi kaotiktir (Sekil 1.).
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(a) (b)

Sekil 1. (1) sisteminin ii¢ boyutlu Xyz-izdiisiimii (a) ve Xy-izdiisiimii (b).

Bu makalede ilk olarak, (1) denklem sisteminin ayrik (isolated) denge noktalarini bulduk. Daha
sonra Lyapunov fonksiyonu yardimiyla dikkate aldigimiz (1) sisteminin global iistel kararlihigi igin
gerek ve yeter sartlar olusturduk. Son olarak, Hurwitz teoremini kullanarak (1) sisteminin asimptotik
kararlilik ve kararsizlik kriterlerini inceledik.

Ana sonucumuzu belirtmeden 6nce asagidaki temel tanimlar ve teoremden yararlanacagiz.

2. Temel Teorem ve Tammlar

Tamm 1. D, R" de orijini igeren bir bélge olsun. Ayrica W :[0,00) x D —[0, %) fonksiyonu verilsin.
Eger t>0 icin, W(t,0)=0 ve x#0 i¢in, W(t, X) >0 ise W pozitif tanimlidir denir. Ote yandan pozitif

tammlit W fonksiyonu, birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ise W ye bir Lyapunov
fonksiyonu denir [2].

Tamm 2.
dx
—=Pxy)
& @
2 = X,
g - QO Y)
otonom sistemi verilsin. Herhangi bir (X,,Yy,) noktasinda P(X,,Y,)=0 ve Q(x,,Y,)=0 ise,
(Xo,Y,) noktasma (2) sisteminin Kritik (denge) noktasi denir [14].

Tamm 3. Eger

(X=%)2 +(y—Yp)" =r?
olacak sekilde ¢ember iginde (2) sisteminin (x,,Y,) noktasindan baska bir kritik noktas1 yok ise,
(Xo,Y,) noktasma (2) sisteminin ayrik (isolated) denge noktasi denir [14].

Tamm4. f:R" —R" siirekli bir fonksiyon ve

dx
—=f(x), xeR" 3

olsun.
a. Eger f(x*)=0 ise, x* noktasi (3) i¢in siirekli bir denge noktasidir;
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b. B(x",r), merkezi x* ve yarigapi r olan bir agik yuvar olmak iizere; her t >0, i¢in B(x", &)
de bulunan ve x(0)=x, ile verilen dinamik sistemin bir ¢oziimii X(t) olsun. Eger her &> 0 igin, bir
& >0 sayis1 var ise bu takdirde her x, e B(x", ) i¢in (3) sisteminin x* denge noktas: kararlidir;

c. Eger x(0) e B(x",0) ile verilen her x(t) ¢dziimii igin,

limx(t) =x"
t—+o0
olacak sekilde yeterince kiigiik bir §>0 sayist var ise (3) sisteminin x* denge noktasi asimptotik
kararlidir;

d. Eger x(0) e B(x", ) ile verilen her x(t) ¢dziimii igin;

[x®) x| < x(©@-x"[e*, t=0 (4)
olacak sekilde x>0,7>0 sabitleri ve §>0 sayist var ise, (3) sisteminin x* denge noktasi iistel
kararlidir.

Ayrica (3) sisteminin biitiin x(t) ¢dziimleri igin (4) esitsizligi saglanirsa, x* denge noktasina
global tstel kararlidir denir [4].

Teorem 2.1 (Hurwitz teoremi) Reel katsayili
P(A)=A"+a, A" +a,A" " +..+a,_,A+a,
karakteristik polinomunun tiim koklerinin negatif reel kisimli olabilmesi igin gerek ve yeter sart

a 1 0 0 0 0O .. O
a, a, a4 1 0 0 0 ... O
H,=la, a, a, a, a 1 0 ... O

0 0 0 0 0 00 0 a]
Hurwitz matrisinin tiim kdsegen mindrlerinin pozitif olmasidir.

Not edilmelidir ki, H, Hurwitz matrisinin esas kdsegeni, P(1) polinomunun a, den a, ye
kadar katsayilarini igermektedir. Asagida

a, 1 B
,..., D, =det(H,)

3 2
ile Hurwitz matrisinin esas kosegen mindrleri tanimlanir. Eger n=3 ise, Hurwitz kosullar1
a >0, a,>0 a,>0 ve aa,-a,>0

D, =|a,

1D2:

durumuna indirgenir [15].
3. Ana Sonuglar

Onerme 3.1. (1) sistemini gozoniine alalim. Eger b=0 ve b(c-1)>0 ise, (1) denklem sistemi

0(0,0,0), Alc-1b(c=1),\bc-1)) ve A,[c-1—yb(c—1),—yb(c-1)) gibi ii¢ ayrik denge
noktasina sahip olur. Eger b=0 ve b(c—1)<0 ise, (1) denklem sistemi yalniz bir O(0,0,0) ayrik
denge noktasina sahip olur.

Ispat: (1) sisteminin denge noktalar1 asagidaki

yz—bx=0
a(z-y)=0 ©)
cy—xy—-z=0

denklem sisteminin ¢6ziimiinden elde edilebilir. b # 0 icin (5) sistemi
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x=yz/b
=Yy
cy—xy-z=0
olarak yazilabilir. Burada gerekli cebirsel islemler yapilarak X ve Z yok edilirse,
%
y(c— T -1)=0
olur. Bu denklem ¢oziildiigiinde Y degerleri igin; b=0 ve b(c—1)<0 ikeny=0 olur. Ote yandan
b=0 ve b(c—1)>0 iken y=0 ve y==,/b(c—1) olur. Bu yiizden (1) sistemi, b=0 ve b(c-1)<0
iken O(0,0,0) seklinde tek bir denge noktasina sahip olur. Ancak b # 0, b(c—1) >0 durumunda ise
0(0,0,0), Alc-1bc=1),ybc-1)) ve A,(c-1—ybc—1),~yb(c-1)) seklinde iig denge

noktasina sahip olur.

Teorem 3.1. b>0 igin, (1) denklem sisteminin O(0,0,0) denge noktasi global iistel kararldir
< c<l

Ispat: X =(X,Y,z) olsun.

(c) 0<c<1 igin asagidaki pozitif tanimli Lyapunov fonksiyonunu gozoniine alalim:
T

X172 0 0o7x] [x X
_1 2, 1 5 2y _ _
W_E(X +-y +z°)=y|| 0 12a O |y|=|y| Ply
a
z| |0 0 12|z| |z z

Burada acikca
min i,l (X* +y?+2%)<W <max i,i (x2+y2+22)
2a 2 2a 2

yazilabilir. (1) sistemi boyunca W nin tiirevi alinirsa,

aw =—hx*—y? -z +(c+1)yz
dt |y
x]'[=b 0 0 X x]" [x
=|y[] O -1 (c+D/2)y|=|y| Q|Y
z 0 (c+1/2 -1 z z z

< e Q) +y* +2°)
<max[(-1+¢)/2, (-3—c)/2,-b](x* + y* + 2
=max[(-1+c¢)/2,-b])(x* + y* +2°)

< max[(-1+ c)/2, —b]W
~ max[1/2a,1/2]

(X®)

olur. Buradan,
max[(-1+c)/2,-b]

W (X (1)) SW(X (t,))e "t (=)

yazilabilir. Ote yandan,
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max[(-1+c)/2, _b]("—to

min[l/2a,1/2](x? + y? + 2%) SW (X (1)) SW (X (t,))e m¥2a¥2 )

max[(-1+c)/2,-b]

<max[1/2a,1/2)(x*(t,) + Y2 (t,) + 2% (t;))e ">V

(t-t)

olur. Boylece,
2 a ]/2] max[(-1+c)/2,-b]
X2(t) + y2(t) + 22 (t S—max[]/ X2(t,) + Y2 (t, ) + 22 (t,))e WY
O +y () +z°() min[1/2a,]/2]( (t) +y () +2°(t))

(t-t)

elde edilir.
c<0 igin, agagidaki gibi pozitif tanimli, yeni bir Lyapunov fonksiyonunu gézoniine alalim:

W =£(x2 —Ey2 +12°%)
2 a
Burada,

min[—c/2a,1/2)(x? + y2 + z2) <W <max[— ¢/2a,1/2](x? + y? + z%)
yazilabilir. (1) sistemi boyunca W nin tiirevi alinirsa,
T-b 0 07x x| [x

X
=-bx*+cy’-z*=|y| |0 ¢ O |y|=|y|R|y
z 0 0 -1|z z z

ai

dt "
<Ay (RY(XZ + ¥ +27)
<max[-1-b, c](x* + y* +z°

max[-1,-D, c]

 max[— c/2a,1/2]W(X(t))

elde edilir. Buradan

max[-1,-b, c]

v N ()
W(X (1)) SW(X(t,))e max[c/2a,1/2]

yazilabilir. Bu durumda
max[-1,-b, c] (t-t,)

max[—c/2a,1/2] 0C(,) + Y2 (t,) + zz(to))em

xO+y O+2°(0)< min[-¢/2a,1/2]

elde edilir. Boylece (1) denklem sisteminin O(0, 0, 0) denge noktasi, global tistel kararlidir.

(:>) (1.1) denklem sisteminin O(0,0,0) denge noktasi, global iistel kararli oldugu i¢in ayni
zamanda yerel (locally) iistel kararlidir. O(0,0,0) noktasina karsilik gelen lineer hale doniistiiriilmiis
sistemin katsay1 matrisi asagidaki gibi

-b 0 O
A=l 0 -a a
0 ¢ -1
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—a a

Hurwitz matrisidir <:>A2><2:|: } matrisi, b>0 oldugundan Hurwitz matrisidir. Burada
c

a—ac>0 (yani ¢ <1) olmas1 Hurwitz matrisinin gerek ve yeter kosuludur. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.2. (1) denklem sisteminin O(0, 0, 0) denge noktast:

I. Eger c<1 iken b>0 ise, asimptotik kararhdir,
Il. Eger b<0 ise, kararsizdir,
I11. Eger ¢ <1 iken herhangi bir b degeri igin karasizdir.

Ispat: O(0,0, 0) noktasinda (1) denklem sisteminin Jakobiyen (Jacobian) matrisi

-b 0 O
A=l 0 -a a
0 c -1

bi¢imindedir. Bu matrisin karakteristik polinomu,
(A+b)(#* +(a+)A+a—ac=0.
—(a+1)++(a+1)? +4a(c-1) y
ir.
2

olarak yazilir. A matrisinin 6zdegerleri, 4, =—b ve Ayg =
A matrisinin 6zdegerleri dikkate alinarak:

a) Eger c<1 iken b>0 ise, (1) denklem sisteminin O(0,0,0) denge noktasi global iistel

kararhdir (Teorem 3.1). Bu sartlar altinda A matrisinin 6zdegerlerinin negatif oldugu sonucuna
kolaylikla ulagilabilir. Boylece yukaridaki A matrisinin Ozdegerlerinin tiimii negatif reel kisimli
oldugundan (1) denklem sisteminin O(0, 0, 0) denge noktasi asimptotik kararldir.

b) Eger b<0 ise, A jakobiyen matrisi en az bir pozitif 6zdegere sahiptir dyleki 4, =—b>0
dir. O halde, (1) denklem sisteminin O(0, 0, 0) denge noktasi kararsizdir.

¢) Eger ¢ <1 iken herhangi bir b degeri i¢in, A jakobiyen matrisinin en az bir pozitif 6zdegeri
vardir. O halde, (1) denklem sisteminin O(0, 0, 0) denge noktasi kararsizdir.

Teorem 3.3. (1) denklem sisteminin

Alc-1Jo(c=1),4bc-1)) ve A,(c—1-bc—1),~Jb(c—1))
denge noktalar1 asimptotik kararhidir <

a+b+1>0, 2ab(c-1)>0, b(a+c)>0 ve b[(a+b+1)(a+c)—2a(c-1)]>0

dir.

Ispat: Al(C -1 \/ b(c-1), \/ b(c - 1)) noktasinda (1) denklem sisteminin kararlilig: dikkate alindiginda,
(1) sistemi (X, Y,z) = (X,—Yy,—z) doniisimii altinda degismezdir (invariant’tir).
(X, ¥,2) > (X,Y,Z) lineer déniisiimii altinda
x=X+c-1
y=Y +b(c-1),
z=7Z+,/b(c-1)

olur. Buradan

737



Y. Altun, A. Yigit / BEU Fen Bilimleri Dergisi 8 (3), 731-741, 2019

X =bc—1)(Y +2Z)-bX +YZ
Y=a(Z-Y) (6)

Z=-Xb(c-1) +Y -Z - XY

yazilabilir. Bu durumda (6) denklem sisteminin kararlilig1 dikkate alindiginda, O(0, 0,0) noktasindaki
jakobiyen matrisi

~b Jbc-1) b(c-1)

J, = 0 -a a

—-yb(c-1) 1 -1
olur. Bu matrisin karakteristik denklemi,
A +(@+b+1)A +b(a+c)i+2ab(c-1)=0
olarak yazilir. Routh-Hurwitz sartlar1 dikkate alinarak, bu denklemin biitiin kdklerinin negative reel
kisimli olmasi igin gerek ve yeter sart P>0, Q>0, R>0 ve PQ—-R>0 olmasidir. Burada,

Q=Db(a+c), P=a+b+1ve R=2ab(c—1) dir.
Yani,
a+b+1>0,
b(a+c)>0,
2ab(c-1)>0
b[(a+b+1)(a+c)-2a(c-1)]>0

olarak yazilir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Uyan 3.1 (1) denklem sistemindeki a >0, b, ¢ € (—o0, + o) sartlar1 altinda asagidaki gibi yeni bir
X=yz-bx,

y=a(z-y), ()
Z=cy—xy

denklem sistemi yazilabilir. Burada (7) sistemi, a=15 b=8/3 ve ¢ =30 degerleri i¢in kaotiktir
(Sekil 2).

(©) (d)

Sekil 2. (7) sisteminin {i¢ boyutlu xyz-izdiigiimii(c) ve xy-izdiigiimii (d).

Onerme 3.2 (7) sistemini gozoniine alalim. Eger b=0, bc>0 ise, (7) denklem sistemi O, (0,0, 0),

Bl(C,\/E, \/E) ve B, (C,—\/ bc,—/ bC) gibi ii¢ ayrik denge noktasina sahip olur. Eger b=0, bc<0
ise, (7) denklem sistemi yalniz bir O, (0, 0, 0) ayrik denge noktasina sahip olur.
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Ispat: Bu 6nermenin ispati, Onerme 3.1. in ispatina benzerdir.

Teorem 3.4 Her ¢ >0 igin, , (7) denklem sisteminin O, (0,0,0) denge noktas1 kararsizdir.

Ispat: O,(0,0,0) noktasinda (7) denklem sisteminin jakobiyen matrisi

-b 0 O
B=| 0 -a a
0 c¢c O

seklindedir. Bu matrisin karakteristik denklemi,

(A+b)(/* +al—ac)=0

—a+t+a?+4ac

olarak yazilir. B matrisinin 6zdegerleri 4, =-h ve A4,;= dir. Burada agikca

goriilmektedir ki ¢>0 i¢in A, >0 olur. Sonug olarak ¢ >0 igin, (7) denklem sisteminin O, (0,0, 0)
denge noktasi, karasizdir. Boylece, ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 3.5 Her c<-1 ve b>0 icin, (7) denklem sisteminin O,(0,0,0) denge noktasi, asimptotik
kararlidir.

Ispat: X =(X,y,z) olsun. Bu durumda asagidaki pozitif tamimli Lyapunov fonksiyonunu gézoniine
alalim:

W=1(x2 +£y2 +12°%)
2 a

(7) sistemi boyunca W nin tiirevi alinirsa,

aw =—hbx* —y® +(c+1)yz
dt (2.3)
elde edilir. Her c<-1 ve b>0 icin,
W <,
dt (2.3)

olur. Bu takdirde (7) denklem sisteminin O,(0,0,0) denge noktasi, asimptotik kararli olur. Boylece
ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.6 (7) denklem sisteminin Bl(c,\/E,\/E) ve Bz(c,—\/bc,—\/bc) denge noktalarinin
asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart a+b>0, b(a+c)>0, 2abc>0 ve
b[(a+b)(a+c)—2ac] > 0 olmasidir.

Ispat: B, (C,\/E ,\/E) noktasinda (7) denklem sisteminin kararliligi dikkate alindiginda, (7) sistemi
(X, ¥,2) > (X,—y,—z) doniisiimii altinda degismezdir.
(X,¥,2) > (X,Y,Z) lineer doniisiimii altinda,
X=X+c¢
y=Y + Jbe,
2=Z ++Jbc

olur. Buradan
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X =bc(Y +Z)—bX +YZ
Y=a(Z-Y) ®)
7 =—JocX — XY

yazilabilir. Bu durumda (8) denklem sisteminin kararhlig1 dikkate alindiginda, O, (0,0,0) noktasindaki
jakobiyen matrisi

-b  he Wb
Jg =| 0 -a a

~Jbc 0 0

olur. Bu matrisin karakteristik denklemi,

A +(a+b)A* +b(a+c)1+2abc=0

olarak yazilir. Routh-Hurwitz sartlar1 dikkate alinarak, bu denklemin biitiin koklerinin negatif reel
kisimli olmast i¢in gerek ve yeter sart P>0, Q>0 ve PR—-Q>0 olmasidir. Burada

P=a+b, Q=ab+bc ve R = 2abc dir.

Yani,
a+b>0,

b(a+c)>0,
2abc>0
b[(a +b)(a+c)—2ac]>0

olarak yazilir. Boylece, ispat tamamlanmis olur.

4. Sonuc¢

Bu calismada, ilgili literatiirde yapilan ¢alismalar dikkate alinarak Lorenz benzeri ii¢ boyutlu dogrusal
olmayan yeni bir diferansiyel denklem sistemi analiz edildi. Calismada ilk olarak gbzoniine alinan
denklem sisteminin bazi katsay1 degerleri i¢in kaotik olduklar: gésterildi. Daha sonra ele alinan sistemin
denge noktalar1 belirlendi ve kararlilik kriterleri Routh-Hurwitz kosullar1 dikkate alinarak incelendi.
Yine ele alinan sistemin iistel kararliligi i¢in Lyapunov fonksiyonundan yararlanilarak gerek ve yeter
kosullar olusturuldu. Sonu¢ olarak, elde edilen sonuglarin ilgili literatiire katki sagladigi ve bu
dogrultuda ¢alismalarin genisletilebilecegi diistiniilmektedir.
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