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Bu caligmada, genellestirilmis bir kiibik elastik ortamda yayilan uzun ve kisa boyuna dalgalar arasindaki
etkilesime yiiksek mertebe dogrusal olmayan ve dispersif etkilerin katkisi incelenmistir. Bu amagla, ilk olarak,
yiiksek mertebe dogrusal olmayan ve dispersif etkileri igeren kisa boyuna dalganin evrimini tanimlayan yiiksek
mertebe nonlineer Schrodinger denklemi indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilarak tiiretildi. Daha sonra,
uzun boyuna dalganin faz hizinin kisa boyuna dalgamin grup hizina esit oldugu durumlarda etkilesimin
tanimlanmasi i¢in yiiksek mertebeden uzun boyuna dalga ve kisa boyuna dalga denklemleri bulundu. Buna ek
olarak, Jacobi eliptik fonksiyon acilimi yontemi, etkilesim denklemlerinin 6zel ¢oziimlerini sunmak igin
kullanildz.

Anahtar kelimeler: uzun dalga ve kisa dalga etkilesimleri, dalga yayilimi, tam ¢6ziimler, mikromorfik
elastisite

A HIGHER-ORDER LONG LONGITUDINAL WAVE AND SHORT
LONGITUDINAL WAVE EQUATIONS IN AN GENERALIZED
ELASTIC MEDIUM

ABSTRACT

In this study, the contribution of higher-order nonlinear and dispersive effects to the interaction between long
and short longitudinal waves propagating in a generalized cubic elastic medium is examined. For this purpose,
first, the higher order nonlinear Schrédinger equation which describes evolution of the short longitudinal wave
included the higher-order nonlinear and dispersive effects is derived by using a reductive perturbation method.
Then the higher-order long longitudinal wave and short longitudinal wave equations are obtained for the
description of the interaction in the case where the phase velocity of a long longitudinal wave is equal to the
group velocity of a short longitudinal wave. In addition, the Jacobi elliptic function expansion method is used to
present the special solutions of the interaction equations.

Keywords: long-wave and short-wave interactions, wave propagation, exact solutions, micromorphic elasticity
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1. GIRIS

Bilindigi tizere zayif dogrusal olmayan ve dispersif siirekli elastik bir kati, optik, plazma, su yiizeyi, kabarcikli
sivilar gibi ortamlarda modiile olmus uzun dalga yayiliminin uzak zaman davranisi

L+pL,+qLL, =0

1)

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi [1-5] ile tanimlanirken kisa dalga yayiliminin uzak zaman davranist

. 2

iS,+pS,+q|S| S=0 @)

nonlineer Schrédinger (NLS) denklemi [6-10] ile modellenir. Denklem (1) ve denklem (2)’deki, t zaman ve X

uzay koordinatlari olmak iizere, L uzun dalganin gercel genligini ve S kisa dalganin karmasik genligini
gostermektedir. KdV ve NLS denklemleri, denklemdeki dogrusal olmayan etkiler ile dispersif etkileri
dengelendigi yalniz dalga, soliton gibi ¢oziimlere sahiptirler. Fakat bu denklemler, farkl fiziksel durumlarda ise,
dalga hareketini dogru bir sekilde karakterize edemeyebilirler. Bu gibi durumlarda, yeni bir denge denkleminin
tiretilmesi gerekir.

Kisa dalga sinyalinin genligi zamana ve mekana gore degistiginde, uzun dalga ile kisa dalganin zarfi arasinda
etkilesim olusabilir. Bu durum, plazma, akiskanlar ve elastik gibi ¢esitli ortamlarda ele alinarak

=),

x ®)
1S, +pS,, =pLS
uzun dalga ve kisa dalga denklemleri bulunmustur [7, 11-14]. Ote yandan, dalga boyunun dalga genisligine
yakin olmasi durumunda, NLS denklemi gegerli olmaktan ¢ikar ve dalga yayilimini modelleyen evoliisyon
denklemlerinde daha yiiksek mertebe dogrusal olmayan ve dispersif terimlerin goz 6niine alinmasint gerekir. Bu

problem, ilk 6nce dogrusal olmayan optik alaninda Kodama [15] ve Kodama ve Hasegawa [16] tarafindan
incelenerek

. 2 . = 2

iS,+pS, +0a|S| S+is(rS,,. +aS*S, +b|S[ S,)=0 )
yiiksek mertebe NLS (YMNLS) denklemi tiiretilmistir. Denklemi (4)’deki iist ¢izgi ile ifade edilen fonksiyon
karmagik eslenigi gostermektedir. Daha sonra Hacinliyan ve Erbay, genellestirilmis elastik bir ortamda ayni anda
yayilan iki kisa enine dalganin modiilasyon probleminde yiiksek mertebe dogrusal olmayan ve dispersiyonun
etkilerini aragtirmiglar ve denklem (4)’t kuple denklem sisteminde elde etmislerdir [17]. Akhatov ve
Khismatullin ise kabarcikli sivilarda kisa dalga ve uzun dalga etkilesim problemini incelemisler ve yiiksek
mertebe etkileri iceren uzun dalga ve kisa dalga denklemlerini hesaplamiglardir [18].

Bu ¢alismada ise sonsuz, homojen {iglincii derece dogrusal olmayan genellestirilmis elastik bir ortamda yayilan
boyuna dalgalarinin yiiksek mertebe etkileri, indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilarak incelendi. Bunun igin
oncelikle yiiksek mertebe tiirevler iceren birinci ve ikinci mertebe boyuna modlarin sagladigi evrim denklemleri
tiretildi. Daha sonra, bu modlarin uygun bir bilesimi disiiniilerek YMNLS denklemi bulundu. YMNLS
denkleminin, boyuna dalganin grup hizinin faz hizina esit oldugu durumda gegerliligini yitirdigi gozlendi. Bu
eksikligi diizeltmek i¢in hareketi karakterize eden yiiksek mertebede uzun ve kisa boyuna dalgalarin etkilesim
denklemleri yeni bir pertiirbasyon acilimi kullanilarak elde edildi. Ayrica Jacobi eliptik fonksiyon agilimi
yontemi kullanilarak yiiksek mertebe uzun ve kisa boyuna dalga denklemlerinin gezen dalga seklindeki 6zel
¢ozlimleri de hesaplandi.

2. MATERYAL VE METOT

2.1. Alan Denklemleri

Maddenin ayrik yapisin klasik elastisite teorisine katmak i¢in yiiksek mertebe gradyan teorileri, yerel olmayan
elastisite ve mikromorfik elastisite gibi ¢ok sayida siirekli ortam teorileri ortaya atilmigtir. Mikromorfik elastisite
teorisinin basitlestirilmis bir hali olan elastisitenin moment teorisine gore, bir cismin sekil degistirme durumu makro
sekil degistirme tansorii

Zekl =Ug +U U U
%)

ve mikro sekil degistirme gradyeni
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Dy = U km

(6)

ile verilir [19]. Burada U, yer degistirme vektoriniin bilesenleri olmak tizere, virgiilden sonra gelen k indisi
X, uzay degiskenine gore kismi tlirevi gostermekte olup tekrarlanan indisler iizerinde toplama uzlasim

gegcerlidir.

Bu calismada, yiiksek mertebe yer degistirme gradyanlarini igeren genellestirilmis elastik bir ortamda zayif
dogrusal olmayan dalga yayilimma yiiksek mertebe terimlerin katkisi problemi inceleceginden X i¢ enerji
yogunlugu,  makro  sekil  degistirme  tansOriiniin  dordiincii mertebe  terimlerini  igeren

A A C
L= E €ikCmm T HEE T 2,um2 (Cumlam +VE D ) + 3 €iCwCi + Byl + gekkellemm

+ Dekkellemmeii +G eikelkeliemm +H eikekiellemm + K eikekiemlelm
(7)
fonksiyonu ile tammlanmistir [20]. Burada, A ve g lineer elastik sabitler, A, B ve C ikinci mertebe
elastik sabitler, D, G, H ve K ise iigiincii mertebe elastik sabitlerdir. Ayrica v ve M ise mikro yapiy1
karakterize eden sabitlerdir.
Kinetik enerji ise klasik elastisite teorisindeki gibi, o, kiitle yogunlugunu olmak iizere

T2l o) ()

(8)

ile tamimlandi. Bu durumda, bir boyutlu hareketi yoneten denklemler
s[Ldt=5[[Ldxdt=0
9)

ile verilen Hamilton prensibinden hesaplanabilir. Buradaki L =T —2X, Lagrange yogunluk fonksiyonudur.

Denklem (7)’deki i¢ enerji yogunluk fonksiyonu ve denklem (8)’deki kinetik enerji, denklem (9)’daki
Hamilton prensibinden elde edilecek Euler-Lagrange denklemlerinde kullanilirsa, yiiksek mertebe yer degistirme
gradyenleri ve zayif dogrusal olmayan etkileri igeren sonsuz homojen bir ortamda bir boyutlu bir boyuna ve iki
enine dalgalarin yayilimini tanimlayan

utt _CEuxx +4C'I?m2 (1+V)uxxxx = 71uxuxx +72 (V v +WxWxx)+ 73(ux)2uxx

7 U ()7 + (w,)2) + 20, (v, +ww, )}

VII _C-?VXX +4C‘?m2VXXXX = 7/2 (U V +u V )+7/4(2V u u +(UX)2VXX)

XXX XY xx XXX
2 2
+7s (3(Vx) Vi * 2VxWxWxx + (Wx) Vxx)

2 2.~2 2
\Ntt _CTWxx +4CTm Wxxxx :72 (uxxWx +uxWxx)+7/4(2W uu +(ux) Wxx)

XX T XX
+ 75 (30w, W, + 20, W, v, + (v,)* W, )

(10)
hareket denklemleri bulunur. Denklem (10)’da, U yer degistirme vektoriiniin boyuna, V ve W ise vektoriin

enine bilesenlerini gosterir. C, boyuna dalgamn ve C; enine dalgalarin hizlan olmak iizere, denklemdeki
katsayilar ise

ci=(A+2u)1 py, 7= pal py, 7, =[3(A+2u) +2(A +3B +C)]/ p,

V,=QA+4u+A +3B )/ py, 7, =3[A+2u+4A +12B +4C +8(D +G +H +K)]/2p, (11)

7, =(2A+4u+5A +14B +4C +6G +4H +8K )/ 4py, s =(A+2u+A +2B +2K )/ 2p,
ile ifade edilir.
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Denklem (10) dogrusallastirilarak, K dalga sayist ve @ dalga frekansi olmak iizere, U boyuna bileseninin
D, (k, ®) = &® —c’k?* —4c’m*(1+v)k* =0,
(12)
V ve W enine bilesenlerinin
D, (k, ®) = D, (k, @) = & —c?k? —4c’m’k* =0
(13)
dispersiyon bagntilari bulunur. (12) ve (13) denklemlerinden goriildiigii tizere yer vektoriiniin hem boyuna hem
de enine bilesenleri dispersiftir. Bu calismada, genellestirilmis elastik bir ortamdaki boyuna dalganin genligi

modellenecegi icin D;(K,@)=0 ve D,(nk,nw)=#0, (n=12,...) kabul edilecektir. Ayrica birinci
boyuna dalga modunun yiiksek harmoniklerle etkilesimi de incelenmeyeceginden

D,(Ik,1®)#0, (1=2,3,...) almacaktr.

2.2. Indirgeyici Pertiirbasyon Yontemi

Yiiksek mertebe uzaysal tiirevleri igeren dispersif alan denklemleri ile temsil edilen fiziksel sistemler, dalga
yayilimindaki dispersiyonun neden oldugu dagilma ve dogrusal olmayan terimlerin neden oldugu kirilmay:
dengeleyerek dogrusal sistem gibi davranislara neden oldugu gdzlenmistir. Diger bir deyisle, bu tip alan
denklemlerinden yalniz dalga adi verilen diizgiin yapilari ¢éziim olarak kabul eden evrim denklemleri elde
edilebilir. Evrim denklemlerini tiiretecek birgok asimptotik yaklasim Onerilmistir [21]. Bu calismada, zayif
dogrusal olmayan ve dispersif elastik bir ortamda yayilan boyuna dalgalarin modiilasyon problemi indirgeyici
pertiirbasyon yontemi ile incelenecektir [22]. Bu yonteme gore, dalga hareketini dogrusal olmayan ve dispersif

etkilerin bir dengesini kuran & <<1 pertiirbasyon parametresi ele aliir. & parametresi, dispersiyonun bir
Ol¢iisii olarak

E=g(x—At), r=g

(14

yavag degisen yeni degiskenler tanimlamakta kullanilirken, sistemin dogrusal olmama 6zelliginin bir 6lgiisii
olarak da bagimli degiskenlerin & ’nun bir asimptotik seri seklinde yazilabilecegi varsayilir. Boylece, yavas
degiskenler ve asimptotik agilimlar alan denklemlerine vyerlestirilerek & parametresine gore denklem
hiyerarsilerinden evrim denklemleri bulunur.

2.3. Jacobi Eliptik Fonksiyon Ag¢ilimi Y ontemi

Dogrusal olmayan dalga denklemlerinde, gezen dalga tipindeki 6zel ¢oziimlerin bulunmasi onemli bir
aragtirma alanidir. Bu ¢aligmada, Jacobi eliptik fonksiyon agilimi yontemi [23-25] kullanilarak yiiksek mertebe
uzun ve kisa boyuna dalga denklemlerinin gezen dalga ¢6ziimleri arastirilacaktir. Bu yontemde

F (U, u.,u,u.,u,,.. ) = 0 dogrusal olmayan dalga denkleminde, & = k1X -wt+ 191 olmak iizere, U gergel
degerli bir fonksiyon ise U=H/(&) ve karmasik bir fonksiyon ise U= H (&)exp[—i(K,x—w,t+6,)]

seklinde ¢oziim aranir. Ayrica H (&) gergel fonksiyonunun, ®(&) =sn& Jacobi eliptik sine fonksiyonu ile
verilen

H(E) =30 () +3.07 (@) @)

sonlu bir seri agiliminin var oldugu kabul edilir. Boylece @ (&) fonksiyonu,

(@) =1-(1+m?)D* + m* d*, O<m<1 (16)
diferansiyel denklemini saglamaktadir. Denklem (15)’deki N, dalga denklemindeki dogrusal olmayan terim ile
yiiksek mertebe tiirev terimini dengeleyecek bigimde segilir. @, ve @ ; katsayilar1 ise Denklem (15)’deki

acilimin dalga denkleminde yerine yazilmasiyla belirlenir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Yiiksek Mertebe NLS Denklemi

Bu boliimde, genellestirilmis elastik bir ortamdaki yiiksek mertebe NLS denklemi tiiretilecektir. Bunun igin,
Alan denklemleri (10)’deki ¢6ziim fonksiyonlarina asagidaki yaklagik & parametresine gore asimptotik seri
acilimi Onerilmistir.

u(&,r)=eful®(&,7) +ul (& 1)’ +ccl
+ & U(&, 1) +ul? (&, 7)e” +ul? (&,7)e™ +cc]
+ U (&, ) +uP (&, 1) +ul? (&,7)e?’ +u (&,7)e* +cc]+K
V(&,7) =V (& 7) + e[V (&, 7) + Vv (£, 7)e" +cc]
+ &2V, 1)+ (&, 7)e¥ +VP (&, 7)e™ +cc]
+&° VO (&, ) + VP (&, 7)Y +VP (&,7)e™ +v{ (&£, 7)™ +cc]+K
wW(g,7) =wg" (£,7) + W (£, 7) + W (&, 7)e" +cc]
+& WP (&,7) + W (&, 7)e" + WP (&, 7)e? +c.c]
+ & W (&, 7) + W (&, 7)e" + WP (&, 1)’ + W (&, 7)™ +cc]+K
(17)Burada, @ =K X—wt faz fonksiyonunu iken C.C. kendinden 6nceki terimlerin karmasik eslenigidir.

Ayrica, Ul(l) fonksiyonu birinci mertebe kisa boyuna dalganin karmasik genligi ve Uél) ise ikinci mertebe kisa

boyuna dalganin karmasik genligi olarak adlandirilir.
Denklem (14) ve Denklem (17), alan denklemleri (10)’a yerlestirilirse & parametresine gore denklem

hiyerarsileri bulunur. Béylece, O(&) mertebesindeki pertiirbasyon denklemlerinden, Ul(l) birinci mertebe
boyuna modun sifirdan farkli ve Vl(l) =Wl(1) =0 oldugu elde edilir. Tkinci mertebe denklemlerden ise Uél)
ikinci mertebe boyuna modu keyfi bir fonksiyon iken Véo) =Wé°) =V£1) =ng) :ng) =W£2) =0 oldugu
goriiliir. Ayrica, bu seviyede A = CgL =w'(k) (burada Cy, > boyuna dalganin grup hizim1 géstermektedir.) ve

uéz) fonksiyonun ul(l) modu cinsinden ifadesi olan

o 1K (u?)

u 18
2 D(2k,2m) e
denklemi bulunur.
0(83) mertebesindeki pertiirbasyon denklemlerin ¢oziimlerinden ise
2 ? . 2 2 212
0 = k 71‘U1 ‘ y® 2l K7, u(l)u(1)+12k 71(‘" CK ) Oy
1.¢ 2 2 ! 3 1 Y2 2 1 Yie
c2 —c D, (2k, 2) D, (2k, 2)
—k* 6k?y? 3
uf = yot i |(uf?) 19)
D, (3K, 3) D, (2k, 2)

VO =W =y =w) =v? =w? =y =w{ =0

esitlikleri ve birinci mertebe boyuna dalganin genliginin zarf denklemi
in@®
Tu;;
(20)
elde edilir. Literatiirde NLS denklemi olarak bilinen denklem (20)’deki katsayilar ise

2
@ 0" ;O
+pumf+q‘ul ‘ u” =0
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" 4,2 6,2 4

p:a)(k) q=-— ¥ _ K™y _k73 1)
2 260(C§L —c¢’) oD,(2k,20) 2w

olarak tanimlanmustir. Bilindigi tizere, dalga yayilimda yiiksek mertebe dogrusal olmayan ve dispersif etkilerin

onemli olmasi halinde denklem (20) hareketi tam olarak tanimlayamaz. Bu durumda yiiksek mertebe etkilerin

de hesaba katilmas1 zorunludur. Bu yiizden, Uél) ikinci mertebe boyuna modun sagladigi evoliisyon denklemi

0(84) seviyesinden gelen pertiirbasyon denklemlerinden elde edilmelidir. Boylece &* mertebesindeki €' ve

e'? terimlerinin katsayilarindan olusan denklemlerden

: 2 2
k? ik y(ci—c; +2pkec, )
0) _ i @ 4 7@, VL 9 9 T, @ 07 @
uz,; - Cz _Cz (ul u,” +u,~u; )+ (02 _ch)z - (ul ul,g_ul ul,g)
9. L 9. L
0) _\p0) _
v’ =W, =0
(22)

¢oziimleri ve asagidaki ikinci mertebe moda ait evoliisyon denklemi

M O Lingy® M2 7O OF 4O i (uO2a® i lu®f g —
Uy + PU s +1 PP U +q(u1 ) U, +qq‘u1 ‘ u;” +I rl(ul ) U +11 ‘ul ‘ Ug =0
(23)

Hesaplanir. X ’e gore yiiksek mertebe tiirev terimini iceren denklem (23)’deki katsayilar ise

w"(k k'c 2 2k 24¢2K?m?(1+v
Pp=- es()’rlz_ 20’ || 7 Diok2e) C(Tcz —0(2)2 :
L 1\£K, o L

9L

_ K7 p
12¢;m* (@ +v)(c; —cp)
N k?y5(2c] —32¢fc: k’m?(1+v)+128ctk*m* (1+v)? —2¢f(c; —28crk’m?(1+V)))

qq=

240crm* (L+v)(c2 —cP) (24)
K(2w-kc, )7,
2= 2
w
N K/ 20 _ (@ p—i—nglL —Cf)kCgL +192c$k6m2(1+ V) s 2k2(3a)—kch)
o | ¢ —¢ (c2 —c?)’ D, (2k, 20)’ D, (2k, 20)

dir. Denklem (23)’iin dogrusal olmamasinin kaynaginin Ul(l) birinci modu oldugu gézlenmektedir. Bu yiizden,
S= Sul(l) +&° Uél) yeni bagimsiz degisken tanimlanarak birinci ve ikinci mertebe evoliisyon denklemleri
birlestirilebilir. Bu asamada, ( = 2(Q kabulii altinda, denklemi (20) ¢ ile ve denklem (23) ise g2 ile garparak
toplandiginda katsayilart 0 =Q/ g2, n=n / 82, L= / &% ile verilen

. — 2 - — 2' — 2 3

iS. +pS,. +0|S| S+ie(ppS..; +£S*S, +5|S[ S,) =0(¢’)

(25)

YMNLS denklemi bulunur.

3.2. Yiiksek Mertebe Uzun Dalga ve Kisa Dalga Denklemleri

Birinci ve ikinci modlara ait olan evrim denklemleri (20) ve (23) ve bunlarin birlesiminden olusan YMNLS
denklemi (25) , CSL =CE rezonans durumunda gegerliliklerini yitirdigi goriilmektedir. Bu durumda, uzun

boyuna dalga ve kisa boyuna dalga kesisimini tanimlayan yeni bir evoliisyon denklemi gelisebilir. Bu denklemin
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bulunmasi igin denklem (10)’deki U boyuna bileseninin, denklem (14)’deki yavas degisen degiskenlerinde
tamimli & parametresine gore asagida verilen yeni bir asimptotik a¢ilimi1 alinmalidir:

u(&, 1) = e L (&) +¥%[S,(&, 7)Y +cc]+&° L (&, 1) +&”7[S, (&, 7)e" +c.c]

+&°[u? (&, 1) +cc]+ &' [u (&, 7)e? +cc]+ ¥ [uP (&,7)e® +cc]+K
(26)
Bu aciliminda Sl ve 52 fonksiyonu sirastyla birinci ve ikinci mertebe kisa boyuna dalganmn karmasik

genligini, L1 ve L2 ise sirasiyla birinci ve ikinci mertebe uzun boyuna dalganin gercel genligini gostermektedir.
Bu agamada, denklem (14) ve denklem (26), alan denklemleri (10)’a yerlestirilerek & parametresine gore

3 5
denklem hiyerarsilerinden sirastyla O(é‘é ) seviyesinden S, ve O(é‘é ) seviyesinden S, kisa modlar1 keyfi
fonksiyonlar olarak bulunur. &% mertebesinden ise L, kisa dalganm sifirdan farkli oldugu ve

u® — LY¥Z2AN

27
' D(2k,20) @
esitligi elde edilir. Ote yandan
. 12¢2m? (L +v)k? k?y
IS, + P Sl,ff = Za)l S1L1,§
(28)

,
birinci mertebe kisa dalga evoliisyon denklemi O(gé) seviyesinden gelmektedir. O(&*) seviyesindeki

denklemlerin ¢oziimiinden, L, modu keyfi bir fonksiyon,

) S(R21,2 2
o _ 2ik“y,S, (6i(ck —w )Sl,g kS,

D,(2k,2@)\ D,(2k,2a)
(29)
ve asagidaki birinci mertebe uzun dalga evolisyon denklemi bulunur:

K?7, 1o 12
=- S
L1,1'§ 2CL (| l| )5
(30)
% -
Ayrica O(g72) seviyesinden
L4 2,2

u® = K Vst Ok y, S; (31)

D, (3k, 3) D, (2k, 20)
esitligi bulunurken ayni seviyeden S, ve &° mertebesinden ise L, modunun sagladig1 evoliisyon denklemleri
hesaplanir:

12¢2m2(1+v)k? 4ic’m? L+ v)k 3k ¢, —20) K2y,
iS,, + - S g L S _2601 (Sle’g, + Sle,g)

iy k(kc, —2m) iy k(kc, —m) k* 2k?y? 2
pAEES 0N g ) GIERR T O)g)  yB ), BN g s
207 et g b | bk 2a) S

2cim*(L+v) Kh e . & Y 2

Lz,rg _T L1,§§§§ = _?Ll(slsz + Slsz)g _4_ClL((L1§) )5

B iky, (6c2k°m? (L+v) —c, o) (s

ZCfa) 1,581 _8181,5)5

(32)
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YMNLS denkleminde oldugu gibi yeni bagimli uzun dalga degiskeni S=¢£S,+£°S, ve kisa dalga

degiskeni de L=¢L,, +&° L, . olarak tammlanirsa denklem (28) ve denklem (30)’deki birinci mertebe ve

denklem (32)’deki ikinci mertebe evoliisyon denklemleri birlestirilebilir. Béylece yiiksek mertebe uzun ve kisa
boyuna dalgalarin (YMUKBD) denklemleri

L, :a1(|S|2)§ +&(a,L,, +a,Im(S S_é)+a4L2)§ +0(&°%),

IS+ pSy =bL S +2(i(b,S, +biL.S +b4LS§)+b5|S|ZS)+O(53)

&5
(33)
olarak tanimlanir. Buradaki katsayilar ise
. 12¢2m? (L+v)k> __ Ky _2miey) N Ky, (6c2k°m?(L+Vv) — ¢, o)
= , e — ) =, =

1) 2c &’ C, Clowe
4cm*(L+v)k(=3k ¢, +2w)

2
a,=- I8 1 blzkyl, b, =

4c e 2w o’
rk(ke, - o) rk(ke, —2w) k* 2k %y}
b=="—F—— b=""—5—" b= 7| 73—
200°¢ 20°¢ 20¢& D, (2k, 2w)

(34
olarak hesaplanir.

3.3. Ozel Céoziimler

Bu boliimde, denklem (33)’deki YMUKBD denklemlerinin b, =b, ve b, =0 durumundaki 6zel ¢dziimleri
Jacobi eliptik fonksiyon acilimi ydntemi ile arastirilacaktir. Oncelikle, denklem (33)
212 2
x=a,b & t=alby pr, Po=a’b pL, 8&ab ps (35)

boyutsuz degiskenler cinsinden yazilarak

2 a =
L = (|S| ) +5(M L +agby Im(S SX)+a1a4L2]
x p

X ' (36)

iS,+S, =LS +ig(&sﬂ +a1b3LSJ

P x

bulunur. Burada, karmasik eslenik sembolii ile karigmamasi igin boyutsuz bagimli degiskenlerin iizerindeki
tildalar diistirtilmiistiir. Daha sonra denklem (36)’ya, W sonradan belirlenmek iizere,

[ bb, +b,p —bb, —b,p+a’hls” pw
L=F(&), S=H(&)exp| —i X— t+6 37
(¢) () p[ ( 28bb.6 albisp +0, 37)
3bb, +b,p

gezen dalga tipindeki ¢oziimler onerilir. Burada & = X—Wt+6, dir. Denklem (37)’deki

2a,bb,b,e

¢oziimler, denklem (36)’da yerine yazilirsa asagidaki adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir:

H+aH"+BFH =0
F o, (F?)'+ f,(H?)'+7,F " =0

Bu denklem sistemindeki katsayilar ise

(38)
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oo (3bb, +b,p)’ . _ 230, +ab.p)

1™ 33 2,2 13,43 22 _ Qa3R2 12 T

9b’b; —bb,b; p° —b; p” +bbrb, p(9—8a,b; ew) 2b,b,b,w
B =— 4a12b1b2b§52 p(3b,b, +b;p)
" 9b'b;~bb,bIp” ~bp* +bibib, p(9-8abew)
— (a1b2b3 — & (b1b2 + b3 p))(3b1b2 + bs p) _a (3b1b2 + b3 p)3
182— 2a%b b2b? 172 = 221213 .2
a bbybyew 8a bb,be” pw

ile verilir. Bu agamada, denklem (38)’deki H ve F bilinmeyen fonksiyonlarinin @®(&) =sn& fonksiyonuna
gore asagida verilen agilimlara sahip oldugu kabul edilir:

H(E) = ZAC (€)+XA,07 (@)

(39)

0 " (40)
F(§)=XBD'(5)+YB,®7(S)
i=0 i=1
Denklem (38)’deki H" ile FH terimleri ve F™ ile (FZ)' terimleri, denklem (40)’daki agilima gore
dengelenebilmesi igin N, =N, =2 segilir. Bdylece denklem (40) agilimi, denklem (38)’de yerine yazilarak

2 4
_ﬁ1(1—47zV1+14m +m ) —a,\/1+14m* + m* (3bb, + D, p)°

o, = , W=
© 2-8g,1+14m% +m* 2a7b’bsble” p

(41)
kisitlar1 altinda asagidaki ¢6ziimler hesaplanir:

H(E)=A+ AZSI‘I2 E+ A_zsn’z -
F(£)=B,+B,sn*&+B,sn? &

Buradaki katsayilar ise

A
A = ?2(—1—m2 +4V1+14m* +m*), A =m’A,

A,= e (43)
\/,Blﬂz\/(1+14m2 ) (—1+ A 1+14m? + m“)

2
B, :i[—1+2a1(1+ m? +1+14m? + m* )} g, —_bam g __ %%
B B B

ile tanmimlanur.
m —1iken sn& — tanh £ oldugu igin denklem (36)’min ¢dziimleri

_ 14120y 6oy
B A

S= Vo (1+ §(tanh2 & +coth? 5)) exp(—in)
\/181182 (—1+160£1) 2
seklinde tekilligi olan yalniz dalga yapisindadir. Benzer sekilde, m—>0 iken sn& —sin&  oldugu icin
denklem (36)’min ¢oziimleri

(42)

L (tanh? £+ coth? &)

(44)
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L:ﬂ_%csczé‘f

By ]
(45)
3
S= = (\{i%a ) (csc? &) exp(—in)

seklinde tekilligi olan periyodik dalga yapisindadir.

4. SONUCLAR

Bu calismada, genellestirilmis bir kiibik elastik ortamda yayilan uzun ve kisa boyuna dalgalar arasindaki
etkilesimindeki yiiksek mertebe dogrusal olmayan ve dispersif etkilerin katkisi problemi arastirilmistir ve
YMNLS denklemi (25) ile YMUKBD denklemi (33) bulunmustur. YMNLS denklemi, genellestirilmis elastik
ortamda yayilan yiiksek mertebe dogrusal olmayan ve dispersif etkilerini katkisini igeren boyuna dalgalarin
bilesimini yavas degisen genligini modellemektedir. Bu denklem, [17]’de genellestirilmis elastik bir ortamda
yayilan yiiksek mertebe etkilerin gozlendigi iki enine dalganin kisa genliklerini karakterize eden kuple YMNLS
denkleminin tek dalga genligine indirgenmesidir. Denklem (25), [15] ve [16]’da dogrusal olmayan optikte de
tiiretmistir. Ote yandan YMUKBD denklemi, genellestirilmis elastik ortamda yayilan yiiksek mertebe dogrusal
olmayan ve dispersif etkilerini katkisini igeren bir kisa boyuna dalga ve bir uzun boyuna dalganin etkilesimini
tanimlamaktadir. Ayrica kabarcikli sivilarda da tiiretilmis [6] olan denklem (33)’iin tekillige sahip yalmz dalga
ve periyodik 6zel ¢oziimleri de hesaplanmustir.
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