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Oz

Bu ¢aligmanin amaci yaklasik kosimplektik manifoldlar iizerinde n —Ricci solitonlar ele alinarak bazi egrilik

kosullar altinda bu tiir manifoldlarin yapisini incelemektir.
Anahtar Kelimeler: Yaklasik kosimplektik manifoldlar, 7 —Ricci solitonlar, Ricci yari-simetrik manifoldlar,

Einstein yar1-simetrik manifoldlar.

1) — Ricci Solitons On Nearly Cosymplectic Manifolds

Abstract

The object of the present paper is to examine n —Ricci solitons on nearly cosymplectic manifolds and
investigate curvature conditions for which n —Ricci solitons in nearly cosymplectic manifolds.
Keywords: Nearly cosymplectic manifolds, n —Ricci solitons, Ricci-semisymmetric manifolds, Einstein-

semmisymetric manifolds

1. Giris

Son yillarda bir¢ok aragtirmaci diferansiyel
geometrinin 6nemli konularindan biri olan
degme manifoldlar1 ¢alismaktadir. Bu konu
diferansiyel geometrik yapilarin sentezinde
kullanilmaktadir ve modern matematikte
degme manifoldlarin geometrisi artan bir
ilgiye sahiptir. Degme manifoldlarda hemen
hemen degme manifoldlarin bir¢ok sinifi
vardir ve bunlardan 6nemli bir tanesi de

(¢, £,1,9) hemen hemen degme metrik

*Sorumlu Yazar:mustafayldrm24@gmail.com

yapisina sahip, (V, ¢)X =0 sartini saglayan

yaklasik kosimplektik manifoldlardir. Blair
(1972), Blair vd. (1974) yaklasik
kosimplektik yapilarin 6nemli 6zelliklerini
ortaya koymuslar ve yaklasik kosimplektik
yapilar1 Hermityan manifoldlardaki yaklasik
Kaéhler yapilarla paralel diisiinmiislerdir. Son
zamanlarda bu konu birgok arastirmaci
tarafindan calisilmistir. (Endo, 2005; De
Nicola vd., 2018; Yildirnm ve Ayar, 2020,
Ayar ve Yildirim., 2019).
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Ricci solitonlar, Einstein metriginin bir
genellestirilmesi olarak ilk defa Hamilton
tarafindan literatiire kazandirilmistir
(Hamilton, 1982). Daha sonra degme
geometride Ricci solitonlar tizerine ¢aligmalar
1983 yilinda Sharma ve Sinha’nin *“ On para-
A-Einstein Manifolds” adli c¢alisilmaya
baslanmis ve Perelman’in Poincare varsayimi
lizerine ¢alismalarinda
kullanmaya baslamasiyla giderek Onem
kazanmistir ( Sharma vd, 1983; Perelman,
2010). Daha sonra Ricci solitonlar bir¢ok
aragtirmact  tarafindan  degme  metrik

Ricci  solitonlar:

manifoldlarda incelenmistir ( Tripathi, 2008;
Blaga, 2015; Bejan ve Crasmareanu, 2011;
Ayar ve Yildirim, 2019)

(M, g) ilizerinde S,Ricci tensorii; £, Lie
tirevi; ¢, Riemann metrigi; V diizgiin bir
vektor alan1 ve A bir sabit olmak tizere ¢

metrigi
£,0+25+249=0 (1)

kosulunu sagliyorsa (g,V,A) iigliisine M
izerinde bir Ricci soliton adi verilir. Burada
sabitin negatif, sifir ve pozitif olmasi
durumunda  soliton  sirastyla  daralan,
degismeyen ve genisleyen isimlerini alir
(Hamilton, 1986).

n—Ricct  solitonlar, Ricci solitonlarin
genellestirilmisi olarak Cho ve Kimura
tarafindan tanimlanmistir (Cho ve Kimura.,
2009). Bu notasyon ayni zamanda kompleks
formdaki Hopf hiperyiizeylerinde ¢alisilmigtir
(Calin ve Crasmareanu, 2009). M iizerinde
V diizglin bir vektor alani, S Ricci tensori,

Ave  sabitler olmak tizere g Riemann

metrigi,

£, 9+25(X,Y)+249(X,Y)+2un(X)n(Y)=0  (2)

kosulunu sagliyorsa (g,V, A, ) dortliisiine

M manifold iizerinde bir 7—Ricci soliton

denir (Cho ve Kimura, 2009). Burada X ve
Y, M izerinde herhangi vektor alanlarini
temsil eder. Bu baglamda Blaga’nin (Blaga,
2015) para-Kenmotsu manifoldlar {izerinde
n—Ricci solitonlar ve Ayar vd. (Ayar vd.,

2020) yaklagik Kenmotsu manifoldlarda 7 —

Ricci solitonlar calismalari ornek
gosterilebilir. Ozellikle (2) esitliginde 4 =0
olmas1 durumunda (g,V, A, w) dortli 7 —
Ricci solitonu (g,Vv, ) tgli Ricci solitona

indirgenir.

Bu calismada  yaklasik  kosimplektik

manifoldlar {izerinde 77— Ricci solitonlar

incelenmistir. Calismanin 2. Boliimii olan
Materyal ve Metod kisminda yaklasik
kosimplektik manifoldlarla ilgili 6n bilgiler ve
bu tiir manifoldlar {izerinde ¢alisilicak egrilik
kosullartyla ilgili tanimlar verilmistir. 3.kisim
olan Bulgular kisminda ise yaklasik
kosimplektik manifoldlar iizerinde 77 — Ricci
solitonlarin varlig1 incelenmis ve bu tiir
manifoldlarda 77 —Ricci

A+ p=3itr(h?)

saglanmas1 gerektigi elde edilmistir. Burada

soliton olmasi

durumunda esitliginin

h, (1, 1)—tipli tensor alanidir. Ayn1 zamanda

(9,¢,4, 1) 1 —Ricci
yaklagik kosimplektik manifoldlar Ricci yar1-
simetrik ve Einstein yari-simetrik ve S.R=0
kosullar1 ¢alisilmistir.

solitonuna  sahip

2. Materyal ve Metod

(¢,£,m,9) hemen hemen degme metrik
(n=2m+1) bir
yaklagik kosimplektik manifold olsun. ¢ bir

yapistyla donatilmig M’

(1,1)—tipli tensor alani, 77 bir 1-form, & bir

vektor alan1 ve Q¢de bir Riemann metrigi
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olmak iizere M fizerinde herhangi X,Y,Z
vektor alanlar1 icin asagidaki denklemler
saglanir (Blair, 1972; Endo, 2005; De Nicola
vd., 2018) :

95=0, n(X)=0, n()=1 ©)
FX ==X+n(X), n(X)=9(X,&), (4)
9(¢X,¢Y) =g(X,Y)—n(X)n(Y), ()
V,é=hX, (6)
9((V#)Y,hZ) =n(Y)g(h*X,$Z)~1(X)g(h*Y ,6Z), (7)
(Vxh)Y =g(h*X,Y)¢-n(Y)h*X, (8)
tr(h®) =sabit 9)
R(Y,2)&=n(Y)h*Z -n(Z)h%Y, (10)
R(& X)Y =n(Y)h*X —g(h?Y,X)¢,  (11)
S$(¢,2) =-n(2)r(h*), (12)
S(#Y,¢Z) =S(Y,Z)+n(Y)n(Z)r(h*), (13)

burada h (L1) —tipli tensor alami ters-
simetriktir ve ¢ ile antikomiitativdir. Ayrica
V', g ’ye gore kovaryant tiirev operatoriidiir.

(M, g) bir n—boyutlu Riemann manifold
olsun. Eger herhangi 4 : M — R fonksiyonu
icin Ricci tensorii

S(X,Y)=4g(X,Y) (14)

kosulunu saglarsa manifold Einstein manifold
olarak isimlendirilir (Perelman, 2002). M bir
yaklasik kosimplektik manifold olsun. Eger
herhangi X,Y € (M) igin

S(X,Y)=ag(X,Y)+brn(X)n(Y) (15)

kosulu saglanirsa M ’ye bir 7 —Einstein
manifold denir. Burada a,b : M - R bir

fonksiyondur. Eger M n—boyutlu manifold
n—Einstein yaklasik kosimplektik manifold

ise  p—Einstein olma kosulu, yaklasik
kosimplektik manifoldlar i¢in asagidaki gibi

ifade edilir (Aktan ve Tekin, 2017).

s(x.v)={””(1“ )}g(x,m{%}n(xmm.

Elde edilecek sonuglar i¢in asagidaki tanimlar
verilebilir:

Tanmm 2.1. (M",g) yaklasik kosimplektik
manifoldu RS =0 kosulunu sagliyor ise
Ricci yari-simetriktir.

Tanmm 2.2. (M",g) yaklasik kosimplektik

manifoldu R.E=0 kosulunu sagliyor ise
Einstein yari-simetriktir. Einstein tensori, S
Ricci tensorii, I skaler egrilik olmak iizere

E(X,Y):S(X,Y)—%g(X,Y), (16)
seklinde tanimlidir.
Onerme 2.1. (De Nicola vd., 2018)

(M,¢,&,1m,9) bir yaklasik kosimplektik
manifold olsun. h=0 olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul M  manifoldunun RxN
Riemann carpimima lokal olarak izometrik

olmasidir. Burada N bir yaklasik Kéhler
manifolddur.

3. Bulgular
Yaklasik  Kosimplektik ~ Manifoldlar

Uzerinde 77— Ricci Solitonlar

Teorem 3.1. Eger bir yaklasik kosimplektik
manifold 7 — Ricci soliton kosulunu sagliyor

ise A+ u=1tr(h?).
Ispat. (M",¢,&,1m,9) bir (n=2m+1)—
boyutlu yaklasik kosimplektik manifold ve
(9,6, 4, 1), (M",g) iizerinde bir 7 —Ricci
soliton olsun. O halde asagidaki (2) denklemi
gerceklenir:

£,9+2S(X,Y)+249(X,Y)+2un(X)n(Y) =0.
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V = ¢ alarak (7) denkleminden
25(X,Y)=—£.9(X,Y)-229(X,Y) = 2un(X)n(Y)

ZS(X ’Y) = _g(vxé'Y) - g(X,VYé)
—229(X,Y)=2un(X)n(Y)
=—g(hX,Y)-g(X,hY)
=229(X,Y)=2un(X)n(Y)

elde edilir. h ters-simetrik oldugundan dolay1

S(X,Y)==Ag(X.Y)=un(X)n(Y)  (17)
bulunur.  Yukaridaki denklemde Y =¢&
aliirsa

S(X, &) =-2(A+ 1)n(X)

elde edilir ve

$(X,&) =-tr(h*)n(X)

(12) denkleminden;

(h+ ) =S e (1)

bulunur. Sonug olarak (M",g) tizerinde bir

n—Ricci soliton taniml ise

(A+pu)= %tr(hz) kosulu saglanir.

Teorem 3.2. (M",g) Ricci yari-simetrik
yaklagik kosimplektik manifold ve (M", Q)
(9,&,4, 1) bir n—Ricci
olsun. Bu durumda (M",g) ya Einstein

manifoldudur ya da RxN Riemann
carpimina lokal olarak izometriktir.

tzerinde soliton

Ispat. Bir Ricci yari-simetrik yaklagik
kosimplektik manifoldu diisiinelim. Daha

sonra Tanim 2.1. den M" {izerinde herhangi
X,Y,Z €eTM igin

S(R(&, X)Y,Z)+S(Y,R(&,X)Z)=0 (18)

dir.

(M",g) Bir Ricci yari-simetrik yaklagik
kosimplektik manifoldu tlizerinde (g,<&, A, )
bir n—Ricci soliton ise (17) denklemi
saglanir. (17) esitligi (18) de kullanilirsa

#g(h*Y,X) =0

elde edilir. Burada elde edilen denklemden
1 =0 veya g(h®Y,X)=0dir. Eger z=0 ise
(17) yerine  yazildiginda
manifoldun Einstein oldugu goriiliir. Ote
yandan eger g(h%Y,X)=0 ise tr(h*)=0
yani h=0 oldugu asikardir dolayisiyla
Onerme 2.1’den manifold RxN Riemann
carpimina lokal olarak izometriktir. Burada
N bir yaklasik Kdhler manifolddur.

denkleminde

Teorem 3.3. (M",g) bir Einstein yari-
simetrik yaklasik kosimplektik manifoldu
S.R=0 kosulunu (M",9)
tizerinde (g,&,4, 1) bir n—Ricci soliton ise
manifold 7 —Einstein veya RxN Riemann

sagliyor ve

carpimina lokal olarak izometriktir.
Ispat.

(X A Y)=S(Y,Z)X —S(X,Z)Y

seklinde tanimli X AgY  endomorfizmi

kullanilarak
(S(f,X).R)(Y,Z)W

= (& Ag X).R(Y,Z)W

= (& Ag X)R(Y,Z)W
+R((&E Ag X)Y,Z)W
+R(Y, (€ Ag X)Z)W
+R(Y,Z)(E Ag X)W

(19)

ifadesinden
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(S($, X).R)(Y,Z)W

=S(X,R(Y,Z)W)E—S(& R(Y, Z)W) X
+S(X,Y)R(E, Z)W —S(& YIR(X,Z)W
+S(X, Z)R(Y, EW =S (&, Z)R(Y, X)W
+S(OX,WIR(Y, Z)E =S (EW)R(Y, Z)X
=0

elde edilir. Yukaridaki denklemin & vektor

alani ile i¢ carpimi yapilarak

SOXR(Y, Z)W)=S(&,R(Y, Z)W)n(X)

+S(X,Y)R(E,Z,W, &) -S(£,Y)R(X,Z,W, &)

+S(X,Z)R(Y,EW, &)= S(&, Z)R(Y, X W, &)

+S(XW)R(Y,Z,£,E)-S(EW)R(Y, Z, X, &)
=0

bulunur. S yerine (17) deki esitligi yazilirsa,

—AQ(X,R(Y, Z)W) - un(X)n(R(Y,Z)W

+A9(SR(Y, ZW)n(X) + un(S)n(R(Y, Z)W)n(X)
—Ag(X,Y)R(S,ZW, &) = un(X)n(Y)R(S,Z,W, &)
+49(¢,YIR(X,ZW, )+ un(E)n(Y)R(X,Z,W,¢)
—Ag(X, Z)R(Y, & W, &) = un(X)n(Z)R(Y,EW, &)
AG(E,Z)R(Y, X, W, &) + un(E)n(Z)R(Y, X,W,¢)
(X )= )

( )+ un( )
0)

+

~AQ(XW)R(Y,Z,&,&) - un(XInW)R(Y, Z,,&
AGEW)R(Y,Z, X, &)+ un(E)nW)R(Y, Z, X, &
0 (2

+

elde edilir. (20) ifadesinde W =¢&¢ Y =¢&
almr ve (3), (4) ve (11) denklemleri
kullanilirsa

(=31 + 1)g(h*Z, X) =0

ifadesine ulasilir. Bu denklemden x =31
veya —tr(h®)=0. x =34 ise manifold 7 -
Einstein manifolddur. Ya da —tr(h*)=0 ise

h=0 dolayisiyla Onerme2.1’den manifold
RxN Riemann carpimina lokal olarak
izometriktir. Burada N bir yaklasik Kéhler
manifolddur.

Theorem 3.4.
simetrik yaklasik kosimplektik manifold ve
(M",g) tizerinde (g,&, A4, ) bir —Ricci
soliton olsun.

(M",g) Einstein yari-

Bu durumda (M",g) vya

Einstein manifoldudur ya da Rx N Riemann
carpimina lokal olarak izometriktir.

Proof. (M",g) bir Einstein yari-simetrik
yaklagik kosimplektik manifold olsun.

Tanim 2.2’den

E(R(& X)Y,Z)+E(Y,R(£,X)Z2=0  (21)

oldugunu biliniyor. (16) (21)

denkleminde kullanilarak

esitligi

S(R(&, X)Y,Z)+S(Y,R(&,X)2)

—%[g(R(é, X)Y,Z)+9(Y,R(£ X)Z) =0

elde edilir. (M", g) bir Einstein yari-simetrik
yaklasik kosimplektik manifold iizerinde
(9,&,4, 1) bir n— Ricci soliton olsun. Daha

sonra (17) denklemi kullanilarak,

0=-29(R(&, X)Y,Z) - un(R(&, X)Y)n(Z)
=A9(Y,R(&, X)Z) = un(Y)n(R(5, X)Z)

elde edilir. h tensor alaninin ters-simetrik
olmasindan &tiirii  (11) Rimeann egrilik

tensoriiniin 6zelligi kullanilarak;

0=-An(Y)g(h*X,Z)+Ag(h*, X)n(Z)+ g (h*Y, X)n(2)
=An(Z)g(Y h*X) + 2g(h°Z, X)n(Y) - g (h°Z, X)n(Y)

bulunur. Elde edilen bu son denklemde
Z =¢ almarak,

1g(h%Y,X)=0

sonucu bulunur.
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Son olarak bu denklem yorumlacak olursa
1#=0 veya g(h®,X)=0dir. u=0 ise
manifold Einstein manifolddur.

Yada g(h?Y,X)=0 ise tr(h*)=0 vyani
h=0 bulunur. Onerme2.1’den manifold
RxN Riemann c¢arpimmna lokal olarak
izometriktir. Burada N bir yaklagik Kéhler
manifolddur.
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